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1. TEMELJNI POJMOVI

1.1. Uvodna rijec o statistici

Predmet proucavanja statistike su masovne pojave. Statistika je znanstvena
disciplina koja se bavi prikupljanjem, analizom i tumacenjem podataka
masovnih pojava.lSvrha primjene statistickih metoda je donoSenje suda o
osobitosti promatranih pojava, ispitivanje razliCitih pretpostavki, procjena
karakteristicnih veli¢ina, odabir statistickih modela koji generiraju pojave,
predvidaju razine i stanja pojava. Statisticke se metode primjenjuju u svim

podrucjima strucne i znanstvene djelatnosti.?

U okviru metoda deskriptivne statistike zakljucci se donose na temelju
podataka cijele populacije. Ona obuhvaca postupke uredivanja, grupiranja,
tabeliranja, grafickog prikazivanja te izracunavanja razliCitih statisticko-

analitickih velicina. Temelji se na potpunom obuhvatu statistickog skupa.

U okviru metoda inferencijalne statistike zakljucci o populaciji donose se na
temelju dijela jedinica statistickog skupa, odnosno na temelju podataka
izabranih u uzorak. Pri tome iz populacije moze biti izabran jedan ili viSe
uzoraka. Inferencijalna statistika temelji se na teoriji vjerojatnosti te proucava
metode kojima se pomocu dijela informacija (uzorka) donose zakljucci o cjelini

(populaciji).

Ovaj nastavni materijal obraduje metode deskriptivne statistike.

! Horvat, J. i Mijo¢, J. (2014), Osnove statistike, Drugo dopunjeno izdanje, Ljevak, Zagreb, str. 19.
2 805i¢, 1. (2006), Primijenjena statistika, 2. izmijenjeno izdanje, Skolska knjiga, Zagreb, str. 3.



1.2. Statisticki skup

Temeljni pojam u statistici — statisticki skup — sastoji se od jedinica Cija su
svojstva predmet proucavanja statistickim metodama. Statisticki kup mogu
Ciniti npr. osobe, proizvodi, poslovni subjekti, vrijednosnice, novcane

transakcije, prometne nezgode i dr.

Statisticki skup potrebno je definirati pojmovno, prostorno i vremenski, npr.

zaposleni djelatnici u Republici Hrvatskoj, stanje 31. prosinca 2017. godine.

Slika 1.1. Definiranje statistickog skupa

e TKO ILI STO?
POj movno ¢ Bruto domaci proizvod

¢ Trgovacka drustva

e GDJE?

Prostorno ¢ U Republici Hrvatskoj

e Kontinentalna Hrvatska

o KADA?

Vremenski « U razdoblju od 2001. do 2017. godine
e U 2017. godini

Opseg skupa ukljucuje broj njegovih jedinica. S obzirom na opseg statisticki
skupovi mogu biti:
o konac¢ni statisticki skup, npr. registrirana trgovacka drusStva na
podruc¢ju Vukovarsko-srijemske zupanije u 2017. godini.

« beskonacni statisticki skup, npr. broj ishoda bacanja novcica

Statisticki skup moze biti realan, ako njegove jedinice postoje u tekucem
vremenu, npr. nezaposlene osobe u Istarskoj Zupaniji u dobi od 18 do 30
godina, i hipotetican (zamiSljen) ako su njegovi elementi rezultati

eksperimenta ili danog modela procesa.



Primjer 1.1. Realan i hipotetican statisticki skup

Ako istraziva¢ ima namjeru ispitati ucinkovitost nove metode proizvodnje
kruha,statisticki skup moze definirati kao rezultat postignuca korisStenja nove
metode svih pekara na podrucju Osjecko-baranjske Zupanije. Statisticki skup
je hipotetican u slucaju da ne postoji skupina pekara koji bi koristili novu
metodu proizvodnje kruha, a sastoji se od rezultata (ucinkovitost) koji bi se

postigli ako bi koristili novu metodu.

Podaci o varijabli za svaki element statistickog skupa tvore skup podataka koji
se naziva statistickom populacijom, odnosno osnovnim skupom. Kao i
statisticki skup, populacija moze biti realna ili hipoteticna, a s obzirom na broj
elemenata konac¢na i beskonacna.3

Podskup ili dio statistickog skupa, odnosno podaci o dijelu statisticke

populacije naziva se uzorak.

Primjer 1.2. Statisticki skup:
Broj zaposlenih u Republici Hrvatskoj, na dan 31. ozujka 2015. godine, s

podacima o visini bruto i neto place zaposlenih.

T: Statisticki skup sastoji se od zaposlenih osoba u Republici Hrvatskoj, na
dan 31. ozujka 2015. godine. Jedinica tog skupa je jedna zaposlena osoba
(jedinica promatranja). Skup je realan i definiran (postoje propisi prema
kojima se osoba smatra zaposlenom). Skup je prostorno odreden (Republika
Hrvatska). Skup je vremenski odreden (31. ozujka 2015. godine). U skupu je
76.605 elemenata (zaposlenih osoba). Populacije su: 76.605 podataka o visini

bruto place i 76.605 podataka o visini neto place.

Statisticke metode omogucuju odredivanje npr. prosjecne place zaposlenih,
odstupanje pojedinih zaposlenika u visini place od prosjeka populacije,

struktura zaposlenika s obzirom na dob i slicno. Navedeni pokazatelji zovu se

3 303i¢, 1. (2006), Primijenjena statistika, Skolska knjiga, Zagreb, str. 3.



parametri jer su odredeni pomocu podataka za svaki element statistickog

skupa.

Ako se za donoSenje suda o parametrima populacije koristi uzorak, rijec je o
procjeni parametara koji u sebi sadrze i pogresku jer je rezultat upotrebe

dijela podataka.

1.3. Statisticko obiljezje ili statisticka varijabla

Statisticko obiljezje ili statisticka varijabla je svojstvo po kojem se jedinice
statistickog skupa razlikuju ili jedne drugima nalikuju. Variranje svojstava
statistickog obiljezja nazivaju se modaliteti obiljezja. Svako obiljezje
pojavljuje se u dva ili viSe modaliteta. Podjela varijabla cesto se temelji na

upotrebi mjerne ljestvice.

Vrste statisticke varijable:

1. Kvalitativna (kategorijska) varijabla je ona kod koje se vrijednosti varijable
iskazuju pojmovno (rijeCima i slovnim oznakama), razvrstavaju se unutar
kategorija prema nekoj karakteristici ili atributu. Dijele se na:

a) Nominalnu varijablu koja nastaje prikupljanjem podataka na temelju
nominalne ljestvice. U nominalne varijable se ubrajaju:

e atributivna varijabla, npr. vrsta vlasniStva (privatno, javno), pravni
oblik udruzivanja (trgovacko drustvo, obrt)

e geografska varijabla, npr. drzava uvoznik iz Republike Hrvatske
(Austrija, Bosna i Hercegovina i dr.)

b) Redoslijednu varijablu ili obiljezje ranga koja nastaje prikupljanjem
podataka na temelju ordinalne mjerne ljestvice, npr. stupanj strucne
spreme (VSS, SSS), stupanj kvalitete, ocjena (od 1 do 10).

2. Kvantitativna varijabla je ona kod koje se vrijednosti varijable zapisuju
brojevima, pri ¢emu su podaci izmjereni intervalnom ili odnosnom
(omjernom) ljestvicom mjerenja:

a) Numericka varijabla dijeli se na:

e diskontinuiranu(diskretnu) varijablu koja se moze izraziti iskljucivo
cijelim brojem i koja moze poprimiti konacan broj svojstava, npr. broj
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registriranih obrta na podru¢ju Zzupanije, broj zaposlenih u
trgovackom drustvu, broj prodanih artikala

e kontinuiranu varijablu koja moze poprimiti bilo koju vrijednosti
unutar intervala, a moze se izraziti cijelim i decimalnim brojem, npr.
godine staza  zaposlenika, ostvarena dobit u kunama,
utroSena elektricna energija u kWh

b) Vremenska varijabla izrazava se u jedinici vremena (godina, mjesec,

sekunda)

Podaci o obiljezjima (modalitetima) dobivaju se promatranjem ili provedbom

statistickog pokusa.

Skup statistickih podataka od kojih se polazi u statistickoj analizi prikladno
se moze prikazati matricom podataka koja ima dimenzije N x K, pri cemu je N
broj jedinica, a K broj varijabli. U retku matrice (tablical.2.) nalaze se podaci
o obliku svakog obiljezja (varijable) jedne jedinice, a stupci matrice sadrze
podatke o oblicima jednog obiljezja (varijable) za svaku jedinicu. Element dj

matrice je modalitet j-te varijable i-te jedinice.

Tablica 1.2. Matrica prikupljenih podataka

Oblik jednog obiljezja Oblik jednog obiljezja za svaku jedinicu
K za svaku jedinicu (j) Podaci (j)
Trgovack Broj Ostvarena Oblik

N 1 2 o drustvo zaposlenih | dobit u kn | udruzivanja
L L
N = 1 diz | diz | diz N = A 9 95.876 | d.o.o.
=0 = o
8 2 | £
o _g 2 dyi | da2 | das % _g B 254 899.503 | d.d.
S w S0
; -g 3 d31 d23 d33 ; _g C 58 543.455 | d.o.o.
3 = 32
(e} @) .

4 d41 d24 d34 D 121 874.321 jtd

U oznacenom retku nalaze se podaci o modalitetima svake varijable za
trgovacko drustvo B. Drustvo B ima 254 zaposlenih, ostvarilo je dobit u iznosu
od 899.503,00 kn i udruzeno je u dionicko drustvo. U oznacenom stupcu

nalaze se podaci o modalitetima broja zaposlenih za svako trgovacko drustvo.



1.4. Mjerenje i mjerne ljestvice

Mjerenje je postupak pridruzivanja numerickih i nenumerickih oznaka
jedinicama statistickih skupova na temelju odredenog pravila. Temelji se na

primjeni mjernih skala.

Mjerne ljestvice (skale)

1. Nominalna

Nominalnom razinom mjerenja (a = b), opisuju se atributivna i geografska
obiljezja u kojima nisu dopusStene racunske operacije i u kojoj se modaliteti
obiljezja ne mogu uredivati redoslijedom, buduci da neka kategorija ne moze
biti bolja od druge, npr. rod zaposlenika,

2. Ordinalna

Ordinalnom razinom mjerenja (a < b, a > b, a = b), jedinicama statistickih
skupova pridruzuju se slovne oznake, simboli ili brojevi prema intenzitetu
mjernog svojstva, pri cemu nije moguce odrediti stupanj razlike izmedu
podataka, npr. stupanj struc¢ne spreme, zakonom definirana veli¢ina
trgovackog drustva (mikro, mala, srednja i velika).

3. Intervalna

Intervalnom razinom mjerenja (a — b), jedinicama statistickih skupova
pridruzuju se brojevi sukladno intenzitetu mjernog svojstva, pri c¢emu jednake
razlike brojeva na mjernoj ljestvici predstavljaju jednake razlike mjernog
svojstva, odnosno ima definiranu mjernu jedinicu. Intervalna ljestvica nema
dogovorenu apsolutnu nulu koja upucuje na odsutnost mjernog svojstva, nego
ima dogovorno utvrdenu relativnu nulu koja oznacava stanje i intenzitet
svojstva, npr. temperaturna ljestvica, nadmorska visina.

4. Omjerna (odnosna)

Omjernom razinom mjerenja (a/b), jedinicama statistickih skupova
pridruzuju se jednake razlike brojeva koje predstavljaju jednake razlike
mjernog svojstva. Za ovu mjernu ljestvicu karakteristicno je da ima definiranu
mjernu jedinicu (odnosna razina pri ¢emu pocCetna toCka mjerenja daje

znacenje odnosu vrijednosti izmedu podataka) i apsolutnu nulu koja oznacava

6



nepostojanje svojstva, npr. placa zaposlenika, broj lomova proizvoda pri

transportu.

Slika 1.2. Statisticke varijable i mjerne ljestvice

.. Mjerne ljestvice
Varijable (skale)

Kvalitativne <
(kategorijske) Ordinalna
Kvantitativne <

OmJerna

1.5. Izvori podataka

Izvori podataka mogu biti:

Primarni, koji se prikupljaju u skladu s ciljem istrazivanja. Prednost
primarnih istrazivanja je u tome Sto su rezultati prilagodeni zahtjevima
istrazivaca, a nedostatak su visoki troSkovi istrazivanja.

Sekundarni mogu biti interni, koji su prikupljeni ranije za neke druge
potrebe i eksterni, koje prikupljaju razne institucije. Eksterni podaci mogu
biti javni (npr. Drzavni zavod za statistiku Republike Hrvatske, banke,
Hrvatska narodna banka, Hrvatski zavod za zaposSljavanje, Hrvatska
gospodarska komora) i komercijalni (npr. Financijska agencija — FINA,
agencije za istrazivanje trzista). Prednost sekundarnih podataka je niska ili
relativno niska cijena koja se placa za sekundarne podatke, a nedostatak

je Sto nisu uvijek prilagodeni vlastitim potrebama.



Slika 1.3. Izvori podataka

' Izvori podataka |

Sekundarni
rezultati djelatnosti drugih institucija (javni
podaci, informacijski sustavi na komercijalnoj

) osnovi, internet)

Primarni

podaci se prikupljaju na temelju
plana promatranja ili eksperimentai

mjerenje, brojenje

Interni Eksterni

podaci prikupljeni
unutar vlastite
organizacije
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2. UREDIVANJE PODATAKA

Kako bi nastali statisticki nizovi, prikupljene podatke potrebno je urediti. Kako
bi podaci bili pregledni, potrebno ih je grupirati u nizove. Mogu biti prikazani

tablicno i graficki.

2.1. Statisticki nizovi

Uredivanjem podataka nastaju statisticki nizovi.

Statisticki niz grupiranih podataka je skup parova razli¢itih obiljezja s

pripadajucim frekvencijama. Statisticki niz nastaje grupiranjem statistickih

podataka:

e Nominalni niz nastaje uredivanjem podataka o modalitetima nominalne
varijable.

e Redoslijedni niz nastaje uredivanjem podataka o modalitetima rang
varijable.

e Numericki niz nastaje uredenjem podataka koji predstavljaju vrijednosti
numericke varijable.

e Vremenski niz nastaje kronoloskim nizanjem podataka o nekoj pojavi.

Broj jedinica statistickog skupa koje imaju ista obiljezja naziva se
frekvencijom. Frekvencijom se zapisuje ucestalost pojavljivanja pojedinih
modaliteta i oznacava se sa f. Zbroj frekvencija ¢ini opseg skupa (broj ¢clanova
statistickog niza (N).

0<f<N..) f=N

Grupiranje je postupak rasclanjivanja jedinica statistickog skupa prema
modalitetima obiljezja. Grupiranjem vrijednosti numerickog obiljezja nastaje

distribucija frekvencija.

Distribucija frekvencija je razdioba jedinica statistickog skupa prema
modalitetima jednog promatranog obiljezja. Distribucija frekvencija se sastoji

od parova razreda i pripadajucih frekvencija (x; fj).



(Linsxi < Lig, fi), 1=1,2,....,k
Li1 — donja granica i-tog razreda
Li> — gornja granica i-tog razreda
fi — frekvencija i-tog razreda

xi— modalitet numerickog obiljezja i-tog razreda

Tablica 2.1. Distribucija frekvencija

Frekvencija modaliteta
Obiljezje (varijabla) obiljezja Distribucija
Xi fi frekvencija
;% X1 f1 (X, f1)
2
3 X2 f, (X2, f2)
o
E X3 f3 (X3, f3)
=
S
= Xk fi (X, fi)
Ukupno >fi=N

Sturgersovo pravilo je pravilo o optimalnom broju i veli¢ini razreda.

Za odredivanje broja razreda k za N podataka koristi se izraz:

k~1+ 3,3 logN.

Odredivanje Sirine (veliCine) razredaAx (Cit. delta iks) ovisi o potrebama i
zahtjevima istrazivaca. Razredi mogu biti jednaki i nejednaki. Ako su razredi
jednaki, veli¢ina im se aproksimativno odreduje diobom raspona varijacija i

broja razreda prema izrazu:

AX =i ~ Xmax B Xmin

I
k , pri cemu je:
Ax — Sirina razreda
X max — najveca vrijednost numerickog obiljezja

X min — Najmanja vrijednost numerickog obiljezja
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Primjer 2.1. Odredivanje broja razreda i njihove veli¢ine
Ako je istrazivanjem obuhvaceno 21 veliko trgovacko drustvo i ako je utvrdeno
da je najmanji broj zaposlenih u tim drustvima 150, a najveci broj zaposlenih

190, tada je k = 5, a Ax = 8 zaposlenih.

Tablica 2.2. Granice razreda u distribuciji frekvencija

Obiljezje (varijabla) Frekvencija modaliteta obiljeZja Distribucija
Xi fi frekvencija
;% Lii— L1 f1 (x1, f1)
L
% Lo1— L2 fo (X2, f2)
= L31— L3 fs (x3, f3)
T Lari— La2 fa (X4, f4)
8
s Ls1— Ls2 fs (xs, fs)
Ukupno >fi=N

2.2. Statisticke tablice

Statisticke tablice koriste se radi lakSeg prikaza i razumijevanja prikupljenih

podataka.

Tablica 2.3. Elementi statisticke tablice

Zbirni
Ime stupca
stupac
1 2 n
Oznaka Oznake Oznake Oznaka
Ime retka Ukupno
stupca stupaca stupaca stupca
Oznaka N
1 a1 a2 QAin 1
retka ;
Oznake
redaka
Oznaka N
m Am1 Am2 Amn Amj
retka ]Z;
Ukupno N N N NAY
(Zbirni red) ; i ; e ; o ; ,Z{ "

Izvor podataka:
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Dodatne oznake:
- nema pojave
ne raspolaze podatkom
0 podatak manji od 0,5 upotrijebljene mjerne jedinice
0,0 podatak manji od 0,05 upotrijebljene mjerne jedinice
0,00 podatak manji od 0,005 upotrijebljene mjerne jedinice

g  prosjek

() nepotpun podatak

* ispravljen podatak

1) oznaka za napomenu ispod tablice

Statisticke tablice dijele se na:
Jednostavne statisticke tablice
Skupne statisticke tablice

Kombinirane statisticke tablice

Jednostavne statisticke tablice prikazuju jedan statisticki niz prema

jednom obiljezju.

Primjer 2.2. Jednostavna statisticka tablica

Tablica 2.4. Poslovni subjekti u Republici Hrvatskoj, stanje 31. ozujka 2017.
odine

Vrsta poslovnog subjekta Registrirane pravne osobe

Trgovacka drustva 190.021
Zadruge 4.254
Ustanove, tijela, udruge i organizacije? 65.654
Ukupno 259.929

Izvor: Broj i struktura poslovnih subjekata u ozujku 2017.,URL
YUkljucena su tijela drzavne vlasti te tijela jedinica lokalne i podrucne (regionalne)
samouprave

Skupne statisticke tablice prikazuju dva ili viSe statistickih nizova

grupiranih prema modalitetu jednog obiljezja.
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Primjer 2.3. Skupna statisticka tablica

Tablica 2.5. Broj poduzetnika, broj zaposlenih, investicije i izvoz po regijama
NUTS-2 razine u 2013. godini

Broj Broj
Naziv poduzetnika zaposlenih Investicije 2013. Izvoz 2013.
Kontinentalna Hrvatska 61.993 603.821 29.061 73.080
Jadranska Hrvatska 39.198 227.107 8.429 24.086
Ukupno Republika Hrvatska 101.191 830.928 37.489 97.166

Izvor: Izvoz i investicije poduzetnika po regijama i Zupanijama u 2013. godini, URL

Kombinirane statisticke tablice prikazuju jedan statisticki niz grupiran
prema modalitetima dvaju ili viSe obiljeZja te zbog toga sadrzi zbirni red i zbirni

stupac.

Primjer 2.4. Kombinirana statisticka tablica

Tablica 2.6. Zastita industrijskog i intelektualnog vlasniStva u razdoblju od
1997. do 2008. godine

NUTS Il regija Priznati patenti | Konsenzualni patenti Zigovi Industrijski dizajn | Ukupno
Sjeverozapadna

Hrvatska 248 33 6.797 814 7.892
Panonska Hrvatska 42 7 778 114 941
Jadranska Hrvatska 160 14 1.390 418 1.982
Ukupno Republika

Hrvatska 450 54 8.965 1.346 | 10.815

Izvor: Definiranje razvojnih prioriteta Sirih regija (NUTS 2) (2008), URL

2.3. Graficko prikazivanje statistickih nizova+

Prednost grafickog prikaza je u tome Sto se grafikonima mogu jasnije prikazati
karakteristike promatrane pojave i medusobni odnos pojedinih podataka.
Osnovna podjela grafikona je na povrSinske grafikone, linijske grafikone i

kartograme.

4Kako napraviti grafikon u aplikaciji MS Excel detaljno je opisano: Vrste grafikona, Pearson
Education, Inc., Dostupno na:

http:/ /pup.skole.hr/VodicHTML.aspx?xml=/datoteke /hr/hr/Student/PH/Tutorials/Unders
tanding%20Chart%20Types/chart%20types.xml&locale=&app=&pageNumber=0

Dostupne vrste grafikona koje je moguce izraditi u aplikaciji MS Excel, Microsoft, Available
chart types. Dostupno na: https://support.office.com/hr-hr/article/dostupne-vrste-
grafikona-10b5a769-100d-4e41-9b0f-20df0544a683.
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https://support.office.com/hr-hr/article/dostupne-vrste-grafikona-10b5a769-100d-4e41-9b0f-20df0544a683

U povrsinske grafikone se ubrajaju: histogram, stupci koji mogu biti
jednostavni, razdijeljeni, razdijeljeni-strukturni, dvostruki i viSestruki,
povrSina kvadrata, strukturni krug, pravokutni dijagram, Tukeyev S-L
dijagram (dijagram stablo-list). PovrSinski grafikon je prikladan za
prikazivanje nominalnih nizova (atributivni i geografski), ordinalnog niza,

numerickog niza i vremenskog intervalnog niza.

Najcesce koriSteni linijski grafikon je poligon frekvencija. U linijskim
grafikonima podaci se prikazuju linijama koje nastaju povezivanjem tocaka
(sjeciste vrijednosti x i y). U linijske grafikone jo§ se ubrajaju kumulativni

poligon frekvencija i dijagram rasipanja.

U kartograme se ubrajaju statisticka karta, piktogram i dijagramska karta.
Njima se prikazuju geografski nizovi. Geografski nizovi se prikazuju i svim
oblicima povrSinskih grafikona kojima se prikazuju atributivni nizovi.
Kartogram je geografska karta u kojoj su frekvencije predstavljene
povrSinama geometrijskih likova ili odabranih znakova. Kartogram jasno
prikazuje prostornu rasporedenost promatrane pojave.

Dijagramska karta koristi se u prikazivanju manjeg broja frekvencija
geografskog niza, a frekvencije promatrane pojave prikazane su
odgovaraju¢im povrS§inama npr. pravokutnika, kvadrata, kruga. Nacin
izracunavanja tih povrSina objasnjen je u nastavku. Piktogram se koristi za
prikazivanje nizova s velikim brojem geografskih skupina, a frekvencije se
prikazuju pomocu znakova tako da se odabrani znak u to¢no odredenom
omjeru ucrtava na povrSinu pripadajuce geografske skupine. Npr, ako jedna
oznaka predstavlja 1000 zaposlenih za Zupaniju u kojoj je zaposleno S0000
osoba, bit ce ucrtano 50 tocaka. Statisticka karta se upotrebljava za
prikazivanje nizova s velikim brojem geografskih skupina, a frekvencije se
prikazuju sjencanjem, crtanjem linija ili bojama razliCitog intenziteta.
Prikladna je za prikazivanje relativnih brojeva, npr. postotak BDP per capita

pojedine zemlje u odnosu na prosjek Europske unije.
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U nastavku su prikazani cesto koriSteni graficki prikazi®.

Pri izradi grafikona, na apscisu (os x) upisuju se vrijednosti obiljezja, a na

ordinatu (os y) vrijednosti frekvencija (apsolutne, relativne, korigirane).

Primjer 2.5. NajceSce koristeni graficki prikazi

Grafikon 2.1. Histogram Grafikon 2.2. Poligon frekvencija
SO—— Histogram ——P13] ;
0
g 4
3
7
i
5
4 4
3
!_l T T T 1 2 |
1 4
u] 3 & 9 12 0
E 1 z 3 4 5

Podaci iz jednostavne tablice graficki se prikazuju jednostavnim stupcima.

Podaci iz tablice 2.4. prikazani su grafikonom 2.3.

5 Detaljnije o grafi¢kom prikazivanju statisti¢kih podataka vidi: Horvat i Mijo¢ (2014), Osnove statistike, Drugo
dopunjeno izdanje, Ljevak, Zagreb, str. 62 — 74.
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Primjer 2.6. Graficki prikaz jednostavnim stupcima

Grafikon 2.3. Poslovni subjekti u Republici Hrvatskoj, stanje 31. ozujka 2017.

Registrirane pravne osobe

200.000
180.000 -
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80.000 -
60.000 -
40.000 -
20.000 -

O .

T T
Trgovacka drustva Zadruge Ustanove, tijela, udruge
i organizacije

Izvor: Broj i struktura poslovnih subjekata u ozujku 2017.,URL

Podaci iz skupne statisticke tablice graficki se prikazuju dvostrukim ili

viSestrukim stupcima. Podaci iz tablice 2.5. prikazani su grafikonom 2.4.

Primjer 2.7. Graficki prikaz viSestrukim stupcima

Grafikon 2.4. Broj poduzetnika, broj zaposlenih, investicije i izvoz po regijama
NUTS-2 razine u 2013. godini

700.000
600.000
500.000
M Broj poduzetnika
400.000
M Broj zaposlenih
300.000  Investicije 2013.
200.000 M [zvoz 2013.
100.000
O .
Kontinentalna Hrvatska Jadranska Hrvatska

Izvor: Izvoz i investicije poduzetnika po regijama i Zupanijama u 2013. godini, URL
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Podaci iz kombinirane statisticke tablice graficki se prikazuju razdijeljenim
stupcima. Podaci iz tablice 2.6. prikazani su grafikonima 2.5. i 2.6. Podaci iz
kombinirane statisticke tablice prikazana su na dva nacina. U prvom primjeru
je na os X upisana: vrsta intelektualnog vlasnistva (atributivno obiljezje), a u
drugom primjeru je na os x upisano obiljezje NUTS II regija Republike

Hrvatske (geografsko obiljezje).

Primjer 2.8. Graficki prikaz razdijeljenim stupcima

Grafikon 2.5. Zastita industrijskogi Grafikon 2.6. Zastita industrijskog i
intelektualnog vlasniStva u razdoblju intelektualnog vlasnisStva u razdoblju

od 1997. do 2008. godine od 1997. do 2008. godine
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B Sjeverozapadna Hrvatska Zigovi M Industrijski dizajn

Izvor: Definiranje razvojnih prioriteta Sirih regija (NUTS 2) (2008), URL

Strukturnim stupcima i strukturnim krugom prikazuju se relativni brojevi
strukture. Iako prikazuju strukturu brojcane vrijednosti na temelju kojih je
grafikon napravljen, mogu se prikazati u relativnom i u apsolutnom broju
(grafikon 2.7. i 2.8.) Svaki isjecak u strukturnom krugu predstavlja broj
stupnjeva kruga (dio/cjelina * 360°). U ovom primjeru broj stupnjeva kruga za
izvoz Jadranske Hrvatske je 90° (0,25*360°).

P, = *360°

k

>t

i=1
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Primjer 2.9. Graficki prikaz strukturnim krugom i strukturnim stupcima

Grafikon 2.7. Izvoz Republike Hrvatske po regijama NUTS-2 razine u 2013.
godini

Izvor: Izvoz i investicije poduzetnika po regijama i Zupanijama u 2013. godini, URL

Grafikon 2.8. Izvoz Republike Hrvatske po regijama NUTS-2razine 2013.
godine, u milijunima kuna
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Izvor: Izvoz i investicije poduzetnika po regijama i Zupanijama u 2013. godini, URL

Ukoliko je potrebno prikazati strukturu vise nizova pomocu strukturnih

krugova, velicina krugova odreduje se prema izrazu za izracunavanje

polumjerar=_P/ . P = r2n.Pri tome P (povr§ina kruga) predstavlja zbroj
J T

frekvencija svakog pojedinog niza. Na taj nacin omogucuje se medusobna

usporedba nizova i usporedba unutar nizova.
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Na isti nacin moze se prikazati struktura pojave pomocu polukruga. Pri tome
svaki isjecak u strukturnom polukrugu predstavlja broj stupnjeva kruga

(dio/cjelina * 180°).

PovrSina kvadrata koristi se kod usporedbe manjeg broja frekvencija.

PovrSina kvadrata P odredena je stranicom a. Pri tome P predstavlja

frekvenciju koja se zeli prikazati kvadratom P = a?, a= JP.

Primjer 2.10. Izracun za stranica za prikaz podataka povrSinom kvadrata

Ako se 61.993 poduzetnika po NUTS II regijama Republike Hrvatske(RH) u
2013. godini zeli prikazati povrSinom kvadrata, u mjerilu 1 cm? = 200
poduzetnika, tada ce broj poduzetnika u Kontinentalnoj Hrvatskoj biti
prikazan kvadratnom stranicom 1,245 cm (a = 249 cm, 249/200), a u

Jadranskoj Hrvatskoj kvadratnom stranicom 0,99 cm (a = 198 cm, 198/200).

Ukoliko je potrebno graficki prikazati manji broj podataka pogodan je dijagram

s tockama i dijagram stablo-list (S-L dijagram).

Kod dijagrama s tockama broj pojavljivanja svakog modaliteta obiljezja

(frekvencija) oznacava se tockama.

Primjer 2.11. Dijagram s tockama
Broj posjetitelja seminara po danima odrzavanja:
x- 24 31 26 29 29 31 22 28 28 30 26 27 27 32
26 27 25 29 27 24 28 25 27 29 27 26
Podaci uredeni po veli¢ini:
Xi- 22 24 24 25 25 26 26 26 26 27 27 27 27 27
28 28 28 29 29 29 29 30 31 31 32

Grafikon 2.9. Podaci prikazani grafickim prikazom dijagram s tockama
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21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

Dijagram stablo-list (S-L dijagram), omogucuje uocavanje pojedinacnih
vrijednosti modaliteta obiljezja. Pri izradi dijagrama u stablo se upisuju

desetice (bez ponavljanja), a u stupac list upisuju se jedinice.

Primjer 2.12. Dijagram stablo-list

NavrSene godine staza zaposlenika u trgovackom drustvu A:
Xi= 22 2 1 5 8 15 14 15 15 15 27 29 33 26
10 9 20 23 22 29 13 13 4 14 17 21 20 8

Grafikon 2.10. Podaci prikazani dijagram

Stablo List Frekvencije
0 1245889 7
1 | 03334455557 11
2 | 00122366799 11
3 3 1
30

Broj prikazanih frekvencija u dijagramu prikazuje broj pojavljivanja
individualne vrijednosti varijable. Iz dijagrama je vidljivo da je u trgovackom
drustvu A zaposleno sedam zaposlenika koji imaju manje od navrSenih 10
godina staza. U razredu od 10 do 20 godina nalazi se zaposlenik s najvise 17
navrSenih godina staza, a u razredu od 30 godina i viSe, nalazi se zaposlenik

koji ima 33 navrSene godine staza.
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3. RELATIVNI BROJEVI

Relativnim brojevima izracunava se relativni odnos dijelova u okviru cjeline
ili relativnih odnos dviju ili viSe pojava koje predstavljaju relativne frekvencije.
Relativne frekvencije izracunavaju se na temelju apsolutnih frekvencija i
upravno su proporcionalne s apsolutnim. U sklopu deskriptivne statisticke
analize, relativni brojevi omogucuju osnovnu analizu podataka.
Vrste relativnih brojeva:

1. Relativni brojevi strukture

2. Relativni brojevi dinamike (indeksi)

3. Relativni brojevi koordinacije

3.1. Relativni brojevi strukture

Relativni brojevi strukture nastaju izracunavanjem strukture statistickog
niza iskazane relativnim brojem. Relativne frekvencije strukture predstavljaju
udio u cjelini, a izracunavaju se diobom i-te apsolutne frekvencije s ukupnim
zbrojem apsolutnih frekvencija. Mogu se zapisati u obliku:

dio

e proporcijap =—
cjelina

P = Lo T o< p; <1—prowordle 5 St g

N Zk:fi

—h

dio

e postotak p =—
cjelina

*100

f f

P =-1.100=——-100,..0< P, <100—_, 3 P, =100

e promil (kada su dijelovi cjeline izrazito mali) = _dli-o *1000
cjelina
fi fi romili —
P, = ~1000="—-1000,..0 <R, <100 2P, =1000
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Pokazatelji gospodarskih uc¢inaka najcesce se prikazuju u postotcima. Tabli¢ni
prikazi apsolutne vrijednosti mogu se prerac¢unati u relativne tako da cjelinu
predstavlja zbirna vrijednost iz kuta tablice, zbirni stupac ili zbirni redak

(tablica 3.1.). Od toga potjecu nazivi kutno 100, vodoravno 100 i okomito 100.

Kutno sto nastaje kada svaku apsolutnu vrijednost iz tablice stavimo u odnos
prema ukupnoj statistickoj masi (N), odnosno zbrojem svih apsolutnih
frekvencija i pomnozimo sa 100.

Vodoravno 100 nastaje kada svaku apsolutnu vrijednost iz reda tablice
stavimo u odnos prema ukupnoj vrijednosti promatranog reda, dakle, prema
vrijednostima iz zbirnog stupca. Izracunate proporcije pomnoze se sa 100 te
zbroj svih postotaka u retku iznosi 100, a nalaze se u zbirnom stupcu.
Okomito 100 nastaje kada svaku apsolutnu vrijednost iz stupca tablice
stavimo u odnos prema ukupnoj vrijednosti promatranog stupca, dakle,
prema vrijednostima iz zbirnog retka. Izracunate proporcije se pomnoze sa 100

te zbroj svih postotaka u stupcu iznosi 100, a nalaze se u zbirnom retku.

Primjer 3.1. Izracun prema nacelu kutno 100, vodoravno 100 i okomito 100

Tablica 3.1. Broj poslovnih subjekata zajedno sa subjektima u obrtu i
slobodnim zanimanjima, stanje 31. ozujka 2017. godine, apsolutne vrijednosti
i kutno 100

Apsolutne vrijednosti Kutno 100
Broj poslovnih Broj poslovnih
subjekata subjekata Ukupno
Aktivni | Neaktivni | Ukupno Aktivni | Neaktivni
Trgovacka Trgovacka
drustva 118.383 | 71.638 190.021 drustva 35,15 21,27 56,43
Zadruge 1.063 3.191 4.254 Zadruge 0,32 0,95 1,26
Ustanove, Ustanove,
tijela, udruge tijela, udruge
i organizacije | 29.606 36.048 65.654 i organiz. 8,79 10,7 19,5
Subjekti u Subjekti u
obrtu i obrtu i
slobodnim slobodnim
zanimanjima | 76.827 0 76.827 zanimanjima | 22,81 0 22,81
Ukupno 225.879 | 110.877 | 336.756 Ukupno 67,07 32,93 100

Izvor: Broj i struktura poslovnih subjekata u ozujku 2017.,URL
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Tablica 3.2. Broj poslovnih subjekata zajedno sa subjektima u obrtu i
slobodnim zanimanjima, stanje 31. ozujka 2017. godine, vodoravno 100 i

okomito 100

Vodoravno 100 Okomito 100
Broj poslovnih Broj poslovnih
subjekata subjekata Ukupno
Aktivni | Neaktivni | Ukupno Aktivni | Neaktivni
Trgovacka Trgovacka
drustva 62,3 37,7 100 drustva 52,41 64,61 56,43
Zadruge 24,99 75,01 100 Zadruge 0,47 2,88 1,26
Ustanove, Ustanove,
tijela, udruge tijela, udruge
i organizacije | 45,09 54,91 100 i organiz. 13,11 32,51 19,5
Subjekti u Subjekti u
obrtu i obrtu i
slobodnim slobodnim
zanimanjima 100 0 100 zanimanjima | 34,01 0 22,81
Ukupno 67,07 32,93 100 Ukupno 100 100 100

Izvor: Broj i struktura poslovnih subjekata u ozujku 2017.,URL

3.2. Relativni brojevi dinamike

Relativni brojevi dinamike (indeksi) kvalitativnih nizova pokazuju odnos

izmedu stanja pojava promatranih prema kvalitativnom obiljezju. Pokazuju

koliko jedinica nekog modaliteta obiljezja (brojnik),dolazi na 100 jedinica

drugog modaliteta istog obiljezja koji je izabran kao baza usporedbe i ne

mijenja se (nazivnik).6

= Zi*100
Xl

Ii — individualni indeks
Xi — promatrani modalitet obiljezja

X1 — baza statistickog niza

xi>xX1—1;>100
Xi <x1—1[;<100

xi=x1—I=100

6 Indeksi vremenskih nizova objasnjeni su u potpoglavlju 12.3.
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Vrijednost izracunatog indeksa ne moze biti negativan broj, za razliku od stope
promjene koja ce biti negativna ukoliko je brojnik manji od nazivnika, to jest
ukoliko je vrijednost promatranog modaliteta obiljezja manja od vrijednosti
baze statistickog niza.

Stopa promjene izrazava se u postotku i izracunava prema:

St =1, -100
Primjer 3.2. Izracun relativnih brojeva dinamike (indeksa) kvalitativnih

podataka

Tablica 3.3. Bruto domacdi izdatci za istrazivanje i razvoj’ prema sektorima u
2014.godini

Bruto
Sektor domacdi izdaci Drustvene znanosti = 100
(u 000 kuna)
Prirodne znanosti 550.493 231
TehniCke znanosti 908.779 381
Biomedicina i zdravstvo 515.683 216
Biotehni¢ke znanosti 233.369 98
DruStvene znanosti 238.536 100
Humanisti¢ke znanosti 145.422 60,96
Umijetni¢ko podrucje 467 0,20
Interdisciplinarna podrucja znanosti 1.855 0,78

Izvor: Istrazivanje i razvoj u 2014. (2015), URL

U primjeru su iznosi bruto domacih izdataka za istrazivanje i razvoj svakog
znanstvenog sektora stavljeni u odnos s iznosom bruto domacih izdataka u
sektoru drustvenih znanosti, ¢ija vrijednost je odredena kao baza usporedbe i

zbog toga oznacena indeksom 100.

Indeks za bruto domace izdatke istrazivanja i razvoja u sektoru prirodnih
znanosti iznosi:

550493

= *100=230,78
238.536

“Bruto domaci izdatci za istraZivanje i razvoj su ukupni unutarnji izdatci za istrazivanje i
razvoj na podrucju drzave u promatranoj kalendarskoj godini, a sastoje se od tekucih i
investicijskih izdataka u bruto iznosima.
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T: Bruto domadi izdatci istrazivanja i razvoja u sektoru prirodnih znanosti u
2014. godini bili su za 130,78% veci (230,78 — 100 = 130,78) nego u sektoru

drustvenih znanosti.

Indeks za bruto domace izdatke istrazivanja i razvoja u sektoru biotehnickih
znanosti iznosi:

| _ 233369

= £2°99°5100=97,83
238536

T: Bruto domaci izdaci istrazivanja i razvoja u sektoru biotehnickih znanosti

u 2014. godini bili su za 2,17% manji (97,83-100 = -2,17) nego u sektoru

drustvenih znanosti.

Indeks za bruto domace izdatke istrazivanja i razvoja u interdisciplinarna
podrucja znanosti iznosi:

1, =285 w100-0,78
238,536

T: Bruto domacdi izdaci istrazivanja i razvoja u sektoru interdisciplinarnih
podrucja znanosti u 2014. godini bili su za 99,22% manji (0,78-100 = -99,22)

nego u sektoru drustvenih znanosti.

3.3. Relativni brojevi koordinacije

Relativni brojevi koordinacije(RBK) pokazuju odnos izmedu dvije vrijednosti
pojava koje su u smislenom odnosu. To su pokazatelji koji nastaju
izraCunavanjem omjera apsolutnih frekvencija dviju koordinirajucih veli¢ina
(npr. brutoplaca po zaposlenom, pokrivenost izvoza uvozom (robna razmjena
s inozemstvom), BDP po jednom stanovniku (BDP per capita), broj stanovnika

na 100 lije¢nika.
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Ukoliko se zamjene brojnik i nazivnik dobije se recipro¢na vrijednost koja ima

isto kvantitativnho znacenje.

RBK _ pOJav31 RBK2 _ pOJava2

pojava, pojava

Primjer 3.3. Izracun relativnih brojeva koordinacije
Prema podacima DZS® u Hrvatskoj je u 2011. godini zivjelo 4.284.889
stanovnika. Prema istom izvoru u Hrvatskoj je evidentirano 1.519.038

kucanstava.

RBK; = broj stanovnika/broj kucanstava

4.284.889
RBK 2sta
171519038 / kué

T: U Hrvatskoj 2011. godine na svako kucanstvo otpadalo je 2,82 stanovnika,

to jest prosjecan broj stanovnika po kucanstvu je 2,82 stanovnika.

Ukoliko je brojnik znatno manji od nazivnika, pozeljno je izracunati RBK
pomnoziti s 10, 100, 1000, 10000 itd, radi lakSeg tumacenja rezultata.

RBK> = broj kucanstava/broj stanovnika - 10

1.519.038

RBK, = —>—7~°%
> 4.284.889

_ . _ _ kué
—0,3545.*10 = 355 = %OS'[

T: U Hrvatskoj 2011. godine na 10 stanovnika dolazi 3,55 kucanstava.

Prema podacima DZS? iz Hrvatske je izvezeno robe u vrijednosti 104.348.016

tisuca kuna, a uvezeno je u Hrvatsku 162.681.147 tisuca kuna.

RBK; = izvoz/uvoz

104.348.016
162.681.147

8 Hrvatska u brojkama 2015, URL
9Robna razmjena Republike Hrvatske s inozemstvom - privremeni podaci od sijeénja do
prosinca 2017. i za sijecanj 2018.,URL
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T: Na svaku kunu izvezene robe u inozemstvo, u Hrvatsku je uvezeno robe u

vrijednosti od 0,641 kn.

Navedeni izracun koristi se =za iskazivanje uobicajenog pokazatelja
pokrivenosti izvoza uvozom koji se iskazuje u %. Tako je u istoj publikaciji

Drzavnog zavoda za statistiku objavljen navedeni pokazatelj i on iznosi 64,1%.

RBK> = uvoz/izvoz
- 162.681.147 1559
104.348.016

T: Na svaku kunu uvezene robe u Hrvatsku, izvezeno je robe za 1,559 kuna.

Relativni broj koordinacije graficki se prikazuje povrSinskim grafikonom, tzv.
Varzarovim znakom, pri c¢emu se vrijednost nazivnika nanosi na apscisu (os

x), a relativni broj koordinacije na ordinatu (os y).10

Varzarovim znakom mogu se graficki prikazati i relativni brojevi strukture pri
cemu se vrijednost cjeline nanosi na apscisu (os x), a relativni broj strukture

na ordinatu (os y).

10 Detaljnije o grafickom prikazivanju Varzarovim znakom vidi: Horvat i Mijo¢ (2014), str. 84.
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4. NUMERICKI NIZOVI

Numericki nizovi nastaju uredenjem podataka koji predstavljaju vrijednosti
numericke varijable (obiljezja). Nac¢in njihova uredivanja ovisi o tome jesu li
podaci diskontinuirani ili kontinuirani.

Numericki niz, odnosno distribucija frekvencija sastoji se od parova (xi, fi),
i=1,2,....,k. Radi numericke analize potrebno je odrediti granice razreda,

velicinu razreda i sredinu razreda.

Nominalne granice su one koje su zabiljezene prikupljanjem i popisom
podataka. Kod nominalnih granica donja granica i-tog razreda nije jednaka
gornjoj granici prethodnog razreda (Li1# Liz2-1). Takve granice se u statistickim
postupcima preracunavaju u prave ili precizne. Prema tome, prave ili
precizne granice su one kod kojih je donja granica tekuceg razreda jednaka

gornjoj granici prethodnog razreda (Li1 = Lio-1).

Prije statisticke analize numerickog niza potrebno je ispravno odrediti granice

razreda ovisno o vrsti statistickog obiljezja.

1. Diskontinuirana (diskretna, prekidna) varijabla

Diskontinuirano numeri¢ko obiljezje sadrzi podatke koji su cjelobrojni, npr.

broj stanovnika, broj djece, broj poslovnih subjekata, broj kucanstava.

Kod diskontinuirane numericke varijable potrebno je konstruirati precizne
granice, tako da se donje granice razreda povecavaju, a gornje granice
smanjuju za polovicu razlike izmedu donje granice tekuceg razreda i gornje
granice prethodnog razreda. NajcesSce je to polovica jedinicne vrijednosti

numerickog obiljezja.
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Primjer 4.1. Preracunavanje nominalnih u precizne granice, odredivanje
sredine razreda i veli¢ine razreda

Tablica 4.1. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema broju djece

Broj Broj . . Sredina Velicina
djece zaposlenih PSR GIEs razreda razreda
Xi fi Laj Loi Xi ii
0-1 14 0 15 0,75 15
2—4 29 15 4,5 3 3
5—7 12 4,5 7,5 6 3
8—9 2 7,5 9,5 8,5 2
Ukupno 57

2. Kontinuirana (neprekidna) varijabla

Kontinuirano numericko obiljezje je ono koje sadrzi podatke koji se mogu

prikazati i cijelim i decimalnim brojem. Npr. godine staza zaposlenika, visina

dobiti poduzeca, iznos investicija.

Ukoliko su kod kontinuirane numericke varijable granice razreda prekinute,

potrebno ih je ,prerac¢unati“ u prave, tako da je gornja granica tekuceg razreda

jednaka donjoj granici sljedeceg razreda. Nominalne granice ,preracunavaju”

se u prave granice da se gornja granica tekuceg razreda poveca za 1 (jedan),

tako da bude jednaka donjoj granici sljedeceg razreda.

Primjer 4.2. Preracunavanje nominalnih u prave granice, odredivanje sredine
razreda, veli¢ine razreda i korigiranih frekvencija

Tablica 4.2. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob Broj P . Sredina Veli¢ina Korigirane
zaposlenika zaposlenih rave granice razreda razreda frekvencije
Xi fi Lai Lai Xi ii fci
18 -20 2 18 21 19,5 3 0,67
21-24 6 21 25 23,0 4 1,50
25-29 9 25 30 27,5 5 1,80
30-34 5 30 35 32,5 5 1,00
35-39 4 35 40 37,5 5 0,80
40 - 44 9 40 45 42,5 5 1,80
45 - 49 5 45 50 47,5 5 1,00
50 — 54 11 50 55 52,5 5 2,20
55 -59 4 55 60 57,5 5 0,80
60 — 64 2 60 65 62,5 5 0,40
> 57
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Sredina razreda odreduje se kao poluzbroj gornje i donje prave ili precizne

L + Ly

granice razreda, prema: Xi=———i=12.,k

2

Prvi i posljednji razred mogu biti otvoreni razredi. Vrijednosti donje granice
prvog razreda i gornje granice posljednjeg razreda procjenjuju se i stavljaju u
zagradu.

Velicine razreda odreduju se prema: L=L,—-L,i=12..Kk

Kada su razredi razlicitih velicina, potrebno je korigirati frekvencije.
Frekvencije i-tog razreda korigiraju se dijeljenjem s veli¢inom i-tog razreda.
Kada sve veliCine razreda nemaju zajednicki nazivnik, korigirane frekvencije

dobiju se pomocu sljedeceg izraza:

Navedeni izraz moze se koristi prilikom korigiranja frekvencija neovisno o
veliCini razreda, ali pogodnije je da, ukoliko veli€ine razreda imaju zajednicki
nazivnik, skratiti ih te frekvencije podijeliti s dobivenim velicinama pomocu

sljedeceg izraza.

Primjer 4.3.1zracun korigiranih frekvencija skracivanjem veli¢ine razreda

Tablica 4.3. Mikro trgovacka drustva prema ostvarenoj dobiti

Ostvarena Broj mikro - - -

. ol Prave Prave Veli¢ina Korigirane 1 Korigirane
dobit trgovackih . . - ib=10 .
(u 000 kuna) drustava granice | granice | razreda | frekvencije frekvencije
Xi fi Lai Lai i fci ii /ip fci = fif(ii /ib)
0-10 23 0 10 10 2,30 1 23
10-20 33 10 20 10 3,30 1 33
20-30 31 20 30 10 3,10 1 31
30-50 57 30 50 20 2,85 2 28,5
50 —100 69 50 75 50 1,38 5 13,80
100 — 200 21 100 200 100 0,21 10 2,10
200 — 500 32 200 500 300 0,11 30 1,07
500 — 1.000 3 500 1000 500 0,01 50 0,06
1.000 — 5.000 1 1000 5000 5000 0,00 500 0,002
Ukupno 270
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U navedenom primjeru zajednicki nazivnik % je 10. VeliCine razreda su
skracene s 10, a potom su frekvencije podijeljene dobivenim veli¢inama.
Ovako izracunate korigirane frekvencije omogucuje pregledan graficki prikaz
distribucije frekvencija. Prilikom izrade histograma ili poligona frekvencija u

koordinatni sustav se unose vrijednosti korigiranih frekvencija.

Kumulativni niz nastaje postupnim zbrajanjem apsolutnih ili relativnih
frekvencija. Kumulativni niz moze nastati zbrajanjem frekvencija, pocevsi od
pripadajucih frekvencija najmanje vrijednosti obiljezja, pri ¢emu nastaje
kumulativni niz ,manje od“ i zbrajanjem frekvencija, pocevsi od pripadajucih
frekvencija najvece vrijednosti obiljezja, pri cemu nastaje kumulativni niz ,viSe
od“.

Kumulativni niz pokazuje koliko je jedinica niza manje ili vece od odredene
vrijednosti obiljezja. Graficki se prikazuje kumulantom. Kumulanta niza
smanje od“ nastaje spajanjem parova tocaka gornje granice razreda, a
kumulanta niza ,viSe od“ nastaje spajanjem parova tocaka donje granice

razreda.

Primjer 4.4. Izracunavanje kumulativnog niza ,manje od“ i ,viSe od“

Tablica 4.4. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob zaposlenika | Broj zaposlenih Prave granice Kumulativni niz

Xi fi Laj Lai "manje od" "viSe od"
18-20 2 18 21 2 57
21-24 6 21 25 8 55
25-29 9 25 30 17 49
30—34 5 30 35 22 40
35-39 4 35 40 26 35
40 - 44 9 40 45 35 31
45-49 5 45 50 40 22
50 - 54 11 50 55 51 17
55-59 4 55 60 55 6
60 — 64 2 60 65 57 2
Ukupno 57

Treci ¢lan kumulativnog niza ,manje od“ pokazuje da 17 zaposlenih osoba u

poslovnom subjektu Alfa ima manje od 30 godina (manje od gornje granice), a
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npr. sedmi ¢lan kumulativnog niza ,viSe od“ pokazuje da 22 zaposlene osobe
u poslovnom subjektu Alfa imaju viSe od 45 godina (viSe od donje granice).

Ako su podaci grupirani kumulativni niz je:
S(X <x)=S(x)=>f, i=12,...K
j=1

Ako se zbrajaju relativne frekvencije izrazene kao proporcije nastaje empirijska
distribucija frekvencije. Ona je kumulativni niz proporcija (relativnih

frekvencija).
F(ngi):F(Xi):ij 1=12,....K
j=1
S(x)i je broj, a F(x); proporcija jedinica koje imaju vrijednost manju od gornje

granice i-tog razreda.

Primjer 4.5. Izracunavanje funkcije distribucije

Tablica 4.5. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema broju djece

Dob Broj . Kumulativni Struktura Funkcija

zaposlenika zaposlenih Prave granice niz'manje od" distribucije
Xi fi L Loi S(xi) pi F(xi)
18-20 2 18 21 2 0,0351 0,0351
21-24 6 21 25 8 0,1053 0,1404
25-29 9 25 30 17 0,1579 0,2982
30—-34 5 30 35 22 0,0877 0,3860
35—-39 4 35 40 26 0,0702 0,4561
40 - 44 9 40 45 35 0,1579 0,6140
45 - 49 5 45 50 40 0,0877 0,7018
50 - 54 11 50 55 51 0,1930 0,8947
55-59 4 55 60 55 0,0702 0,9649
60 — 64 2 60 65 57 0,0351 1,0000
Ukupno 57 1,0000

Treci ¢clan funkcije distribucije F(xs) pokazuje da 29,82% zaposlenih osoba u

poslovnom subjektu Alfa ima manje od 30 godina.
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5. MJUERE SREDISNJE TENDENCIJE (SREDNJE VRIJEDNOSTI)

Mjerama srediSnje tendencije opisuje se srednja vrijednost promatrane
pojave. Mjere srediSnje tendencije koje se racunaju za populaciju nazivaju se
parametri, a koje se racunaju za uzorak nazivaju se pokazatelji uzorka.

Dijele se na potpune, polozajne i specificne.

Potpune srednje vrijednosti su: aritmeticka sredina, geometrijska sredina,
harmonijska sredina i aritmeticka sredina aritmetickih sredina. Pri
izraCunavanju potpunih srednjih vrijednosti sudjeluju svi ¢lanovi statistickog

niza.

PoloZzajne srednje vrijednosti su medijan, mod i kvantili. Pri izracunu
polozajnih srednjih vrijednosti sudjeluju samo one vrijednosti statistickog

obiljezja koje su odredene polozajem u statistickom nizu.

Specificne srednje vrijednosti su momenti numerickog niza koje
predstavljaju aritmeticke sredine odstupanja vrijednosti numericke varijable
od njezine aritmeticke sredine ili neke druge vrijednosti, racunate na neku
potenciju. Dijele se na momente oko sredine i pomo¢ne momente (pomocni

moment oko nule, pomoc¢ni moment oko ai pomoc¢ni moment oko ai b).
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Slika 5.1. Vrste srednjih vrijednosti

Srednje

vrijednosti
Potpune Polozajne Specificne

I {
Medijan (Me)
Mod (Mo)
kvantili

Momenti distribucije
frekvencija:

Aritmeticka sredina (u)

Harmonijska sredina (H) *Momenti oko sredine

Geometrijska sredina (G) *Pomocéni momenti:

Aritmeticka sredina - momenti oko O

- momenti oko a

aritmetickih sredina (u ) )

- momentti oko a i b J

5.1. Aritmeticka sredina

Aritmeticka sredina (engl. mean, average) je srednja vrijednost koja se

najcesce primjenjuje u proucavanju pojava. Oznacava se simbolom p (grécko

slovo, ¢it. mi), ukoliko predstavlja srednju vrijednost populacije. Ukoliko

oznacava srednju vrijednost uzorka, oznacava se x (Cit. iks prosjek).

Izracunava se dijeljenjem totala (zbroja vrijednosti numerickog obiljezja) s

ukupnim brojem statistickih jedinica (ukupnom frekvencijom).

5.1.1. Jednostavna aritmeticka sredina

Aritmeticka sredina negrupiranih podataka izracunava se pomocu izraza za

izracun jednostavne aritmeticke sredine.
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Primjer 5.1. Izracun jednostavne aritmeticke sredine

Utvrdeno je da je broj prodanih proizvoda B u 5 prodavaonica, u ponedjeljak

bio 2, 12, 3, 4, 17.

_2+124+3+4+17
5

7,6

Prosjecan broj prodanih proizvoda B u 5 prodavaonica, u ponedjeljak je bio

7,6 proizvoda.

5.1.2. Vagana aritmeticka sredina

Kada su podaci zapisani u obliku distribucije frekvencija (grupirani podaci),

izracunava se vagana (ponderirana) aritmeticka sredina.

Primjer 5.2. Izracun vagane aritmeticke sredine

Tablica 5.1. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema broju djece
ij Broj . Precizne granice Sredina fixi pi piXi Pixi
djece zaposlenih razreda
Xi fi Lai Lai Xi
0-1 14 0 1,5 0,75 10,50 0,25 0,1842 18,42
2-4 29 15 4,5 3,00 87,00 0,51 1,5263 | 152,63
5-7 12 4,5 7,5 6,00 72,00 0,21 1,2631 | 126,32
8-9 2 7,5 9,5 8,50 17,00 0,04 | 0,2982 29,82
Ukupno 57 186,50 1,00 | 3,2719 | 327,19
U= % =3,27
57

U poslovnom subjektu Alfa zaposlenici u prosjeku imaju 3,27 djece.
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Tablica 5.2. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema dobi
Dob

zaposlenika Broj . Praye Sredina fixi pi PiXi Pixi
: zaposlenih granice razreda
u godinama
Xi fi Lai Loi Xi
18-20 2 18] 21 19,5 39,00 0,0351 0,68 68,42
21-24 6 21| 25 23,0 138,00 0,1053 2,42 242,11
25-29 9 25| 30 27,5 247,50 0,1579 4,34 434,21
30-34 5 30| 35 32,5 162,50 0,0877 2,85 285,09
35-39 4 35| 40 37,5 150,00 0,0702 2,63 263,16
40 — 44 9 40 | 45 42,5 382,50 0,1579 6,71 671,05
45 -49 5 45| 50 47,5 237,50 0,0877 4,17 416,67
50 — 54 11 50| 55 52,5 577,50 0,1930 10,13 1013,16
55 -59 4 55| 60 57,5 230,00 0,0702 4,04 403,51
60 — 64 2 60 | 65 62,5 125,00 0,0351 2,19 219,30
Ukupno 57 2.289,50 1,00 40,17 4.016,67
P 2.289,50 4017

T: Prosjecna dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa je 40,17 godina.

Total je zbroj vrijednosti numericke varijable (u ovom primjeru 2.289,50), a

aritmeticka sredina je jednaki dio totala po jedinici (2.289,50/57).

Bududi da su relativne frekvencije upravno proporcionalne apsolutnim,
aritmeticka sredina mozZe se izracunati iz proporcija ili postotaka koristeci

sljedece izraze:

k
> PiX, 2P,
U= i=1 lu:
1 ili

Primjer 5.3. Izracun aritmeticke sredine iz proporcija i postotaka
Prema podacima iz tablice 5.1. aritmeticka sredina je izracunata iz proporcija
i postotaka i iznosi 3,27 djece. Rezultat je isti neovisno racunamo li srednje

vrijednosti iz apsolutnih i relativnih frekvencija.

327

32719
22l _397 _2ehd
H 1

=3,27
100

ili
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Prema podacima iz tablice 5.2. aritmeticka sredina izracunata iz relativnih

frekvencija (postotaka) iznosi 40,17 godina.

4.016,67
,Ll -

=4017
100

Za izracun aritmeticke sredine moguce je koristiti kodiranje vrijednosti

numericke varijable, tzv. linearna transformacija. Vrijednost numericke

varijable se smanjuje za a (neku od sredina razreda u nizu), te skracuje za b,

veli¢inu razreda, prema:

v

ai b - transformacijske konstante

S td,

i=1

y—a+bd p=a+b T

ili

f,

K
i=1

Linearnu transformaciju moguce je provesti i smanjivanjem vrijednosti

varijable samo za vrijednost a, prema izrazu:

Tk .. d,=x —a
S, gdje je

Primjer 5.4. Izracun aritmeticke sredine linearnom transformacijom

Tablica 5.3. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob
zaposlenika u Broj Sredine | Veli€ine die(x—a)/b fd die x—a fdh
godinama zaposlenih | razreda | razreda mV o = =
(prave granice)
L Loi fi Xi ii
18 21 2 19,5 3 -5,63 -11,250 | -22,50 -45,00
21 25 6 23,0 4 -4,75 -28,500 | -19,00 | -114,00
25 30 9 27,5 5 -3,63 -32,625 | -14,50 | -130,50
30 35 5 32,5 5 -2,38 -11,875 -9,50 -47,50
35 40 4 37,5 5 -1,13 -4,500 -4,50 -18,00
40 45 9 42,5 5 0,13 1,125 0,50 4,50
45 50 5 47,5 5 1,38 6,875 5,50 27,50
50 55 11 52,5 5 2,63 28,875 10,50 115,50
55 60 4 57,5 5 3,88 15,500 15,50 62,00
60 65 2 62,5 5 5,13 10,250 20,50 41,00
57 -4,38 -26,1250 | -17,50 | -104,50
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u=42+4. %_’ =42+4-(-0,458333 = 4017

ili

—104,50
+ _—

=42 = 42+(~18333) = 4017

T: Prosjecna dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa je 40,17 godina.

Svojstva aritmeticke sredine omogucuju daljnje razumijevanje aritmeticke
sredine i odstupanja od aritmeticke sredine. Aritmeticka sredina ima pet
svojstava:

1. svojstvo aritmeticke sredine

Zbroj vrijednosti odstupanja individualnih vrijednosti numericke varijable od

aritmeticke sredine jednak je nuli.
Z (Xi - /U) =0
Z f (Xi - /1) =0

Primjer 5.5. Dokaz 1.svojstva aritmeticke sredine

Tablica 5.4. Mikro trgovacka drusStva prema broju zaposlenih

Broj zaposlenih Broj mikro trgo;/aékih drustava fx FX-) ()2
Xi i
0 28 0 -105,05185 394,14
1 54 54 -148,60000 408,93
2 38 76 -66,57037 116,62
3 31 93 -23,30741 17,52
4 28 112 6,94815 1,72
5 25 125 31,20370 38,95
9 27 243 141,70000 743,66
7 12 84 38,97778 126,61
8 17 136 72,21852 306,79
9 10 90 52,48148 275,43

Ukupno 270 1013 0,00 2.430,37
_1013_ 3,7519
270
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2. svojstvo aritmeticke sredine

Zbroj kvadrata odstupanja individualnih vrijednosti numericke varijable od

aritmeticke sredine jednak je minimumu.
Z(Xi _,U)Z =min
> f(x, — )’ =min

U tablici 5.2. zbroj kvadrata odstupanja iznosi 2.430,37, dok bi izracun
odstupanja od bilo koje druge vrijednosti, vece ili manje od aritmeticke

sredine, rezultirao vec¢im brojem od 2.430,37.
3. svojstvo aritmeticke sredine

Aritmeticka sredina uvijek se nalazi izmedu najmanje i najvece vrijednosti
numerickog obiljezja varijable x. Iz prethodnog primjera, 3,75 prosjecno
zaposlenih je manje od O i vece od 9 zaposlenih, odnosno 3,75 se nalazi izmedu
0io9.

Xonin <M <Xy 0<3,75<9

4. svojstvo aritmeticke sredine

Ako je vrijednost varijable x jednaka konstanti c, aritmeticka sredina te
varijable jednaka je konstanti c. Npr. ako Sest poslovnih subjekata ima po pet
zaposlenih, aritmeticka sredina iznosit ¢e 5 zaposlenih.

X, =X, =Xz =.. =X, =C=>u=c5+5+5+5+5+5=30=30/6=5

5. svojstvo aritmeticke sredine

Aritmeticka sredina sklona je izdvojenicama (ekstremima).

U tablici 4.3, u kojoj su prikazana mikro trgovacka drustva prema ostvarenoj

dobiti, izdvojenicu predstavlja trgovacko drustvo koje je ostvarilo dobit od

1.000.000 do 5.000.000 kuna i znatno ¢e povecati prosjecnu vrijednost
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ostvarene dobiti navedenih trgovackih drusStava. Zbog toga ce aritmeticka

sredina izgubiti na svojoj reprezentativnosti.

5.1.3. Aritmeticka sredina aritmetickih sredina

Aritmeticka sredina aritmetickih sredina (up')izracunava se na temelju vec
izracunatih aritmetickih sredina. Aritmeticka sredina aritmetickih sredina je
vagana aritmeticka sredina pri cemu se aritmeticke sredine pi, p2, ps, ....,Mk

ponderiraju s brojem elemenata podskupova N1, N2, N3, ...,Nk, prema izrazu

k
N; 4
u= N1'ﬂ1+N2'ﬂ2+---+Nk'/1k='21: .

N, + N, +..+ N, Zk:N'

i
i=1

Primjer 5.6. Izracun aritmeticke sredine aritmetickih sredina

Tablica 5.5. Broj zaposlenih i prosjecne brutoplace po Zupanijama Republike

Hrvatske, na dan 31. ozujka 2015. godine

Broj zaposlenih prema

administrativnim Prosjecne bruto

izvorima place zaposlenih
Zupanije Republike Hrvatske Ni i Ni i
Zagrebacka 76.605 7.720 591.390.600
Krapinsko-zagorska 33.326 6.673 222.384.398
Sisacko-moslavacka 37.550 7.055 264.915.250
Karlovacka 33.786 7.223 244.036.278
Varazdinska 59.259 6.176 365.983.584
Koprivni¢ko-krizevacka 29.818 7.112 212.065.616
Bjelovarsko-bilogorska 28.683 6.407 183.771.981
Primorsko-goranska 100.844 7.863 792.936.372
Licko-senjska 12.887 6.989 90.067.243
VirovitiCko-podravska 18.294 6.291 115.087.554
Poze8ko-slavonska 16.754 6.584 110.308.336
Brodsko-posavska 31.973 6.753 215.913.669
Zadarska 44.133 7.350 324.377.550
Osjecko-baranjska 76.556 7.077 541.786.812
Sibensko-kninska 27.706 7.092 196.490.952
Vukovarsko-srijemska 38.399 6.587 252.934.213
Splitsko-dalmatinska 128.528 7.301 938.382.928
Istarska 75.363 7.830 590.092.290
Dubrovacko-neretvanska 37.082 7.838 290.648.716
Medimurska 35.392 6.311 223.358.912
Grad Zagreb 389.888 9.742 3.798.288.896
Ukupno 1.332.826 149.974 | 10.565.222.150

Izvor: Zaposlenost i place, Stopa registrirane nezaposlenosti i zaposlenost, Drzavni zavod za
statistiku,URL
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 _ 10.565.222.150
1.332.826

=7.926,93
Prosjecna brutoplaca zaposlenih u svim Zupanijama, odnosno zaposlenih u

Republici Hrvatskoj je 7.926,93 kune!ll.

5.2. Harmonijska sredina

Harmonijska sredina je reciprocna vrijednost aritmeticke sredine izracunata
iz reciprocnih vrijednosti varijable x. Koristi se za izracunavanje!?:
sredine relativnih brojeva s jednakim brojnicima
sredine relativnih brojeva koordinacije, kada su poznati brojnici
relativnih brojeva, a nazivnici nepoznati
prosjecnog vremena za izradu jedinice proizvoda
prosjecnog vremena potrebnog za obrtaj kapitala

izracunavanje prosjecnog vremena prijedene jedinice puta i slicno.

Izrazi za izraCunavanje harmonijske sredine negrupiranih i grupiranih

podataka:
za negrupirane za grupirane podatke
K
N 21
H = N 1 H = —kI:11
2 2
i=1 Xi i=1 Xi

Harmonijska sredina u analizi poslovanja najceSce se koristi za izracunavanje
proizvodnosti rada zaposlenih, izrazenu u vremenu potrebnom za izradu

proizvoda.

11 Prema metodolo§kim objasnjenjima Drzavnog zavoda za statistiku prosjeéne brutoplace
po zaposlenome izrac¢unavaju se dijeljenjem ukupnih isplata s brojem zaposlenih koji su
primili isplate, kao Sto je i ovdje prikazano. Medutim prema istim izvorima prosjecna
brutoplaca za Republiku Hrvatsku 2015. godine iznosi 7.978 kn. Zbog nedostatka dodatnih
metodolo§kih objasnjenja nije moguce dati objasnjenje zbog ¢ega je nastala razlika.

12 Horvat i Mijo¢ (2014, str. 120)
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Primjer 5.7. Izracun harmonijske sredine
U mjesecu ozujku 2018. godine 24 djelatnika za izradu proizvoda A, B, Ci D

utrosili su 4320 sati rada

Tablica 5.6. UtroSeno vrijeme za izradu proizvoda A, B, Ci D u ozujku 2018.

UtroSeno vrijeme za izradu Broj osoba koje sudjeluju u

Proizvod proizvoda u satima izradi pojedinog proizvoda
Xi fi fi [ Xi
A 1315 10 0,0076
B 1220 5 0,0041
C 580 2 0,0034
D 1205 7 0,0058
Ukupno 4320 24 0,0210
= _24 =1.142,86
0,0210

Za izradu proizvoda A, B, C i D,24 zaposlenika jeu ozujku 2018. godine u
prosjeku potrosilo 1.142,86 sati rada po pojedinoj vrsti proizvoda.
Harmonijska sredina manja je od aritmeticke i geometrijske sredine.

H<G=<u

5.3. Geometrijska sredina

Geometrijska sredina izracunava se kao N-ti korijen N-umnozaka vrijednosti

numericke varijable G = /x,X,...X; ...y -

Za grupirane podatke geometrijska sredina dana je izrazom:

N[y fry P f! fk
G_\/x1 Xo wonXi Xy

Geometrijska i harmonijska sredina primjenjuju se relativno rijetko. Moze se
izracunati i pomocu logaritamskog izraza, pri ¢emu je logaritam geometrijske

sredine numericke varijable jednak aritmetickoj sredini logaritama vrijednosti

varijable:

za negrupirane za grupirane podatke
13 1 & k

logG =—>logx; logG==> f logx, N=>f,
N = N i i=1
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Geometrijska sredina jednaka je aritmetickoj sredini ukoliko su svi ¢lanovi
numeriCke varijable medusobno jednaki. U suprotnom je manja od

aritmeticke sredine.

Primjer 5.8. Izracun geometrijske sredine

G=3%/2*12*3*4*17 =3/4896 =547
5,47<7,6

Ukoliko se izracunaju aritmeticka sredina, harmonijska sredina i geometrijska
sredina na temelju istih vrijednosti numericke varijable. Geometrijska sredina
primjerena je za izracunavanje distribucije frekvencija s asimetri¢nim
rasporedom podataka.

Geometrijska sredina primjenjuje se u analizi vremenskih nizova (potpoglavlje

13.2.2.3.).

5.4. Mod

Mod je vrijednost varijable koja se najceSce javlja u statistickom nizu. To je
vrijednost varijable oko koje se elementi statistiCckog skupa najgusce gomilaju.
Bududi da je mod vrijednost varijable s najvecom frekvencijom, naziva se i

frekvencijska srednja vrijednost.

Mod se odreduje kod negrupiranih nizova, grupiranih nizova koji prikazuju
distribuciju prema kvalitativnom obiljezju i grupiranih nizova prema
diskontinuiranom obiljezju kod kojih je veli¢ina razreda 1. U svim drugim

distribucijama frekvencija moda se izracunava (aproksimira).

Primjer 5.9. Odredivanje moda za negrupirani statisticki niz:
Poslovni subjekti prema broju sluzbenih automobila:

2,3,1,1,2,3,2,2,0, 2.
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Analizirani poslovni subjekti najcesce imaju dva automobila.
Primjer 5.10. Odredivanje moda za podatke grupirane prema kvalitativnom
obiljezju

Tablica 5.7. Strani turisti u Republici Hrvatskoj prema vrsti smjeStaja 2014.
godine

Vrsta smjestaja Broj stranih turista

Hoteli 4.911.252
Odmaralista 4.155.018
Kampovi 2.372.536
Ostali smjestaj 184.155
Ukupno 11.622.961

Strani turisti pristigli u Hrvatsku 2014. godine, najceSce su birali hotelski

smjeStaj. Mod je hotelski smjestaj.

Primjer 5.11. Odredivanje moda za grupirani statisticki nizu kojem su podaci

prikazani prema diskontinuiranom obiljezju kod kojih je veli¢ina razreda 1.

Tablica 5.8. Mikro trgovacka drusStva prema broju zaposlenih

Broj zaposlenih Broj mikro trgovackih drustava

Xi fi

0 28

Mo =1 54
2 38

3 31

4 28

5 25

9 27

7 12

8 17

9 10

Ukupno 270

Iz podataka je vidljivo da je mod 1, odnosno mikro trgovacka drusStva imaju

najcesce jednu zaposlenu osobu.
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Primjer 5.12. Izracunavanje moda za grupirani statisticki niz(podaci grupirani
u tablicu distribucije frekvencija),u kojem su podaci prikazani prema
diskontinuiranom obiljezju (veliCina razreda veca od 1) ili u kojem su podaci

prikazani prema kontinuiranom obiljezju.

Tablica 5.9. Zaposlenici u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob Broj . Veli¢ina Korigirane
zaposlenika zaposlenih Prave granice razreda frekvencije
Xi fi Lii Lai i fci
18-20 2 18 21 3 0,67
21-24 6 21 25 4 1,50
25-29 9 25 30 5 1,80
30—-34 5 30 35 5 1,00
35-39 4 35 40 5 0,80
40 - 44 9 40 45 5 1,80
45 -49 5 45 50 5 1,00 | a
50 — 54 11 50 55 5 2,20
55 -59 4 55 60 5 0,80
60 — 64 2 60 65 5 0,40
> 57

Ukoliko su podaci grupirani prema numerickom diskontinuiranom obiljezju
veliCine razreda vece od 1 ili prema numerickom kontinuiranom obiljezju
(tablica 5.9.), mod se ne odreduje, nego se izracunava (aproksimira) pomocu

sljedeceg izraza:

M0:L1+&.i

(b—a)+(b—c)
Mo =50+ (22-1) .5=167=50+ L2 .5=5231
(22-1)+(2,2-08) 1,2+14

Najcesca dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa je 52,31 godine.

Modalni razred je razred s najvecom frekvencijom ili korigiranom frekvencijom

(ukoliko su razredi razlicitih velicina).

b —apsolutna frekvencija (ili relativna frekvencija) ili korigirana

frekvencija(ili korigirana relativna frekvencija) modalnog razreda
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a — frekvencija razreda ispred modalnog razreda
c — frekvencija razreda iza modalnog razreda
L1 — donja granica modalnoga razreda

i —velic¢ina modalnog razreda

Kada su razredi razlicitih veli¢ina, potrebno je korigirati frekvencije. Radi
boljeg grafickog prikaza moda, ukoliko veli¢ine razreda imaju zajednicki

nazivnik, potrebno ih je skratiti, a potom njima dijeliti frekvencije.

Mod dijeli distribuciju frekvencija na lijjevu (rastucu-uzlaznu) i desnu
(opadajucu-silaznu) stranu. Graficki se mod moze odrediti kada se na krivulji
distribucije frekvencija (poligon frekvencija) pronade najveca frekvencija na
ordinati (tjeme), iz kojeg se spusta okomica na apscisu, gdje se potom procita
vrijednost moda. Graficki se mod moze precizno odrediti i pomocu histograma.
Najvisi pravokutnik histograma upucuje na najvecu frekvenciju te se
dijagonalno spoje vrhovi najviSeg stupca s visinom njima suprotnih stupaca.
Iz sjeciSta dijagonala povuce se okomica na apscisu te se s apscise ocita
vrijednost moda.!3
Nedostaci moda su:

- ovisnost o nacinu formiranja razreda

- njegova vrijednost nema smisla ako se distribucija priblizava

pravokutnoj

- sporan je kod bimodalne ili multimodalne distribucije

Prednost moda je Sto kod distribucija s ekstremno malim ili velikim
vrijednostima numericke varijable medijan i aritmeticka sredina imaju teznju
njihovom priblizavanju, pri ¢emu ce primicanje medijana biti zna¢ajno manje
od primicanja aritmeticke sredine. Mod nece imati tu tendenciju jer ga

odreduje najveca frekvencija.

13 Grafi¢ko odredivanje moda vidi: Horvat i Mijo¢ (2014, str. 138)
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5.5. Medijan

Medijan je srednja polozajna vrijednost koja numericki niz ureden po veli¢ini
dijeli na dva jednakobrojna dijela. 50% vrijednosti ¢lanova niza je manje od
medijana, a 50% vrijednosti ¢lanova niza je vece od medijana.

Kod odredivanja medijana potrebno je jedinice promatranog niza redoslijedno

zapisati po vrijednosti od najmanje do najvece.

Odredivanje medijana za negrupirani statisticki niz razlikuje se po tomu ima
li niz parni ili neparni broj ¢lanova.
U nizu s neparnim brojem clanova (N/2#[NT)medijan je ona vrijednost

statistickog niza koji se nalazi u srediStu, Me =X, ,0dnosno r oznacava redni
broj pod kojim se nalazi vrijednost statistickog niza x, r = INT (%j +1

Primjer 5.13. Odredivanje medijana u nizu s neparnim brojem ¢lanova
Poslovni subjekti prema broju sluzbenih automobila:

2,3,1,1,2,3,2,2,0, 2, 2.

Redoslijedno zapisan niz: O, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2,2, 3, 3.

N/2=11/2=5,5# INT.

r= INT(%)+1= INT (55)+1=6 Me=x, =2

Medijan je Sesti ¢lan niza i iznosi 2. Buducdi da je analiziran niz koji nema
veliki broj ¢lanova, iz njega je vidljivo, a to pokazuje i rezultat, da polovica
poslovnih subjekata ima 2 sluzbena automobila i manje, a polovica ima 2

sluzbena automobila i viSe.

Kod niza s parnim brojem ¢lanova (N/2 = INT),medijan predstavlja polovica

N . . . X, + X N
srediSnjih dvaju ¢lanova niza, prema izrazu: Me = —* 5 “or= >

Primjer 5.14. Odredivanje medijana u nizu s parnim brojem ¢lanova
Poslovni subjekti prema broju sluzbenih automobila:
2,3,1,1,2,3,2,2,0, 2.

Redoslijedno zapisan niz: 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2,2, 3, 3.
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N/2 =10/2 = 5 =INT.

Xy + Xy
Me — 2 ;+l:x5+x6:2+2:
2 2 2

2

I u ovom primjeru polovica poslovnih subjekata ima 2 sluzbena automobila i

manje, a polovica ima 2 sluzbena automobila i viSe.

Odredivanje medijana za grupirani statisticki nizu kojem su podaci
grupirani u tablicu distribucije frekvencija prema diskontinuiranom obiljezju
kojih je velicina razreda 1, pojednostavljuje se koristenjem kumulativnog niza
smanje od“. Medijan je jednak vrijednosti one varijable ¢ija kumulativna

frekvencija prva ukljucuje N/2.

Primjer 5.15. Odredivanje medijana za grupirani statisticki niz

Tablica 5.10. Mikro trgovacka drustva prema broju zaposlenih

Broj zaposlenih Broj mikro trgovackih drustava Kumulativni niz “manje od"

Xi fi
0 28 28
1 54 82
2 38 120

Me =3 31 151
4 28 179
5 25 204
6 27 231
7 12 243
8 17 260
9 10 270

Ukupno 270

N/2 =270/2=135. Medijalni razred je onaj u kojem je kumulativna frekvencija
prvi puta veca od N/2. U kumulativu 151 nalazi se i 135. ¢lan, 135. mikro

trgovacko drustvo.

Buducdi da je medijan broj zaposlenih osoba onog mikro trgovackog drustva
koje se nalazi na 135. mjestu, medijan je 3 zaposlene osobe, Sto znaci da 50%
mikro trgovackih drustava ima tri zaposlena i manje, a 50% ima tri zaposlena

1 vise.

Na isti na¢in odreduje se medijan za grupirani ordinalni statisticki niz.
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Primjer 5.16. Odredivanje medijana za ordinalni statisticki niz

Tablica 5.11. Zaposleni u poslovhom subjektu Alfa prema zavrSenom

obrazovanju
Zavr$eno obrazovanje Broj za;:oslenih Kumulativni niz "manje od"

Xi i
Bez zavrSenog obrazovanja 1 1
Osnovna skola 7 8
Srednja Skola 21 29
Prvostupnik 8 37
Diplomski studij 15 52
Specijalisti¢ki studij 3 55
Doktor znanosti 2 57

Ukupno 57

N/2 =57/2=28,5. Medijalni razred je onaj u kojem je kumulativna frekvencija
prvi puta veca od N/2. U kumulativu 29 nalazi se zaposlenik koji ima

srednjoskolsko obrazovanje.

Medijan je srednja Skola, §to znac¢i da 50% zaposlenih ima srednjoSkolsko
obrazovanje i manje, a 50% ima obrazovanje vece od srednjoSkolskog (30.

zaposlenik je prvostupnik).

Izracunavanje medijana kod grupiranog niza u kojem su podaci prikazani
prema diskontinuiranom obiljezju (veli¢ina razreda veca od 1) i u kojem su

podaci prikazani prema kontinuiranom obiljezju

Ukoliko su podaci grupirani u tablicu distribucija frekvencija prema
numeriCkom diskontinuiranom obiljezju, s velicinom razreda vecom od 1, ili
prema numerickom kontinuiranom obiljezju, medijan se ne odreduje nego se

izraCunava (aproksimira) pomocu sljedeceg izraza:

N
22N

med

Me=L, +

N/2 — srediSnja jedinica niza
L1 — donja prava granica medijalnog razreda

N — zbroj apsolutnih ili relativnih frekvencija
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Y1 — frekvencija kumulativnog niza ,manje od“ ispred medijalnog

razreda (zbroj svih frekvencija do medijalnog razreda)

fmea — apsolutna ili relativna frekvencija medijalnog razreda

i — velicina medijalnog razreda

Primjer 5.17. Izracunavanje medijana za grupirani statisticki niz

Tablica 5.12. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema broju djece
- : : Precizne Veli€ina -
Broj djece Broj zaposlenih granice razreda .Klimula_tlvnl )
niz "manje od
Xi fi Xi i
01 14 0-1,5 15 14
2—4 29 1,545 3 43
5-7 12 4,5-7,5 3 55
8-9 2 7,5-9,5 2 57
Ukupno 57
N/2 =28,5
285-14
e=15+ (—) -3

29

U poslovnom subjektu50% zaposlenih imaju troje djece i manje, a ostalih 50%

imaju troje djece i viSe.

Primjer 5.18. Izracunavanje medijana za grupirani statisticki niz

Tablica 5.13. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob zaposlenika Broj zaposlenih Veli€ina razreda L )
Kumulativni niz "manje od"
Xi fi i
18-21 2 3 2
21-25 6 4 8
25-30 9 5 17
30-35 5 5 22
35-40 4 5 26
40 — 45 9 5 35
45 -50 5 5 40
50 — 55 11 5 51
55 - 60 4 5 55
60 — 65 2 5 57
Ukupno 57
N/2 =28,5

50



28,5 26)

Me:40+( -5=4139

U poslovnom subjektu Alfa50% zaposlenih imaju 41,39 godina i manje, a

ostalih 50% imaju 41,39 godina i viSe.

Medijan se graficki moze odrediti pomocu ucrtanih kumulativnih nizova
ymanje od“ i ,viSe od“ u koordinatni sustav tako da se dobiju kumulante. Na
mjestu gdje se kumulante sijeku, povlaci se okomica na apscisu. Na mjestu

na kojem okomica sjeCe apscisu, moze se ocCitati vrijednost medijana.!4

Prednost medijana u odnosu na aritmeticku sredinu je u tomu Sto je manje
osjetljiv na izdvojenice, jer u njegovu izracunavanju ne sudjeluju svi ¢lanovi
niza, vec¢ vrijednost srediSnje jedinice. Time je reprezentativnost medijana u
izrazito asimetricnim distribucijama znatno veca nego li je reprezentativnost

aritmeticke sredine.

5.6. Izbor srednjih vrijednosti

Izbor srednjih vrijednosti ovisi o vrsti statistickog niza.

14 Grafi¢ko odredivanje medijana vidi: Horvat i Mijo¢ (2014, str. 130)
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Slika 5.2. Mogucnosti izbora srednjih vrijednosti s obzirom na vrstu

statistickog niza

Redosljedni M @
)
H - Mo

G Me
H
Mo

Me

Osim Sto izbor srednjih vrijednosti ovisi o vrsti niza (slika 5.2.) postoje i druge
specificnosti koje uvjetuju upotrebu neke od srednjih vrijednosti. Tako,
ukoliko se u statistickom nizu nalaze vrijednosti manje od nule ili jednake nuli

za njih se ne moze izracunati geometrijska i harmonijska sredina.

5.7. Kvantili

Kvantili su vrijednosti numerickog obiljezja koje niz ureden po velicini dijele
na q jednakobrojnih dijelova i izracunava se prema izrazu iﬂ, gdje je:

q
i — broj kvantila

N - broj ¢lanova niza

q — red kvantila

Broj kvantila p zajedan je manji od reda g:
1. Medijan je kvantil prvog reda. Buduci da je moguce izracunati samo

jedan medijan (p= 1), medijan dijeli niz na dva jednaka dijela (g = 2).
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2. Kvartili su kvantili treceg reda. Buduci da je moguce izracunati tri
kvartila, medu kojima je i medijan, (p = 3), kvartili dijele niz na cCetiri
jednaka dijela (g = 4). Svaki pojedini kvartil dijeli niz na dva dijela.

Q1 — prvi ili donji kvartil
Me — drugi kvartil ili medijan
Qs — treci ili gornji kvartil

3. Decili su kvartili devetog reda. Buducdi da je moguce izracunati devet
decila (p = 9), decili dijele niz na deset jednakih dijelova (g = 10).

4. Percentili su kvantili devedeset devetog reda. Moguce je izracunati 99

percentila (p = 99), te oni dijele niz na 100 jednakih dijelova (g = 100).

Medijan, osim Sto je kvantil prvog reda, ujedno je i drugi kvartil, peti decil i

pedeseti percentil.

5.7.1. Kvartili

Odredivanje kvartila za negrupirani statisticki niz razlikuje se ovisno o
tome je li niz djeljiv ili ne sa 4.

Kod niza s brojem ¢lanova koji nije djeljiv s 4 (N/4# INT) ili (3N/4 # INT)

donji kvartil se ratuna pomocu izraza Q, =X, , pri cemu je, r = INT (%} +1.a

gornji kvartil se raéuna pomocu izraza Q, =x,, pri ¢emu je, r = INT (3TNJ +1,
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Primjer 5.19. Odredivanje kvartila u nizu s brojem c¢lanova nedjeljivih s 4

Tablica 5.14. Zadnja cijena dionica KUNA-R-A u zadnjih 15 dana.

Broj ¢clanova nije djeljiv s 4 Broj ¢lanova je djeljiv s 4
N/4 # INT; 3N/4 # INT N/4 = INT; 3N/4 # INT
Cijena ) . Redoslijedno zapisane
Dan | '~ | p
dionice | Redoslijedno zapisane cijene dionica (prvih 12
cijene dionica
dana)

1. 25,00 23,00 23,00

2. 24,50 23,00 23,00

3. 23,90 23,70 23,70 _

4. | 23,00 23,90 Q1 23,90 =l
5. 24,20 23,90 23,90

6. 24,10 23,90 23,90

7. 23,90 24,00 24,00

8. 23,00 24,00 Q2= Me 24,00

9. 23,90 24,00 24,00 _

10. 24,00 24,10 24,10 Qa=24,05
11. 24,10 24,10 24,10

12. 23,70 24,20 Qs 24,20

13. 24,00 24,20

14, 24,20 24,50

15. 24,00 25,00

N/4 =15/4 = 3,75# INT 3N/4 =45/4 =11,25 # INT

r= |NT(%)+1= INT (3,75)+1=4 r= INT(¥]+1= INT (11,25)+1=12

Q, =x,=2390 Q, =X, = 24,20
U proteklih 15 dana dionica KUNA-R-A je cetvrtinu (25%) dana zavrSila
trgovanje s cijenom 23,90 kn i manje, a tri cetvrtine (75%) s cijenom 23,90 kn

i viSe. U istom razdoblju,cijena dionice je u 75% dana zavrSila trgovanje s

cijenom 24,20 kn i manje, a u 25% dana s cijenom 24,20 kn i viSe.

Kod niza s brojem ¢lanova koji je djeljivs 4 (N/4 = INT) ili (3N/4 = INT)

. . - P X, + X . . N
donji kvartil se racuna pomocu izraza Q, = VT’“, pricemuje, r = 2 a

.. . - P X, + X,y . . 3N
gornji kvartil se racuna pomocu izraza Q, = - pricemu je, r = e

Primjer 5.20. Odredivanje kvartila u nizu s brojem ¢lanova djeljivih s 4
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Ukoliko se iz prethodnog primjera uzme trgovanje dionicom KUNA-R-A za
prvih 12 dana, donji i gornji kvartil racunaju se prema:

12 L _3N _312

r=—=3=INT =9=INT
4 ’ 4

_ Xy +X, 2370+2390 2380 Q
2 2 ’ ’

_ Xgt+ X, 2400+2410 2405
2 2 '

Q

U 12 dana trgovanja dionicom KUNA-R-A,vrijednost dionice je u 25% slucajeva
zavrSila s cijenom 23,80 kuna i manje, a u 75% slucajeva s cijenom 23,80
kuna i viSe. U tom razdoblju je zadnja cijena u 75% dana zavrsila s cijenom

24,05 kn i manje, a u 25% s cijenom od 24,05 kn i viSe.

Odredivanje kvartila za grupirani statisticki niz u kojem su podaci
grupirani u tablicu distribucije frekvencija prema diskontinuiranom obiljezju,
kod kojih je veli¢ina razreda 1, pojednostavljuje se koriStenjem kumulativnog
niza ,manje od“. Prvi kvartil (Q:) je jednak vrijednosti one varijable c¢ija
kumulativna frekvencija prva ukljucuje N/4. Treci kvartil (Qs) je jednak

vrijednosti one varijable ¢ija kumulativna frekvencija prva ukljucuje 3N/4.

Primjer 5.21. Odredivanje kvartila grupiranog statistickog niza

Tablica 5.15. Mikro trgovacka drustva prema broju zaposlenih

Broj zaposlenih Broj mikro trgovackih drustava Kumulativni niz *manje od"

Xi fi
0 28 28

Q=1 54 82
2 38 120
3 31 151
4 28 179

Q3=5 25 204
6 27 231
7 12 243
8 17 260
9 10 270

Ukupno 270

N/4 =270/4=67,5
Razred prvog kvartila je onaj u kojem je kumulativna frekvencija prvi puta
veca od N/4. U kumulativu 82 nalazi se i 68. ¢lan, odnosno 68. mikro

trgovacko drustvo koje ima jednu zaposlenu osobu.
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U 25% mikro trgovackih drustava broj zaposlenih je jedan i manje, a u 75%

zaposlena je jedna osoba i viSe.

3N/4 = 3*270/4=202,5
Razred treceg kvartila je onaj u kojem je kumulativna frekvencija prvi puta
veca od 3N /4. U kumulativu 204 nalazi se i 203. mikro trgovacko drustvo koje

ima pet zaposlenih osoba.

U 75% mikro trgovackih druStava zaposleno je pet osoba i manje, a u 25%

zaposleno je pet osoba i viSe.

Izracunavanje kvartila kod grupiranog niza u kojem su podaci prikazani
prema diskontinuiranom obiljezju (veli¢ina razreda veca od 1) i u kojem su

podaci prikazani prema kontinuiranom obiljezju

Ukoliko su podaci grupirani u tablicu distribucija frekvencija prema
numerickom diskontinuiranom obiljezju, s veli¢inom razreda vecom od 1 ili
prema numerickom kontinuiranom obiljezju, kvartili se ne odreduju, nego se

izracunavaju (aproksimiraju) pomocu sljedecih izraza:

N
oL

=L, +
Ql 1 f

Q

N/4 — Cetvrtina elemenata niza

L1 — donja granica razreda prvog kvartila

N — zbroj apsolutnih ili relativnih frekvencija

>fi — frekvencija kumulativnog niza ,manje od“ ispred razreda prvog
kvartila

fo1— apsolutna ili relativna frekvencija razreda prvog kvartila

i — velicina razreda prvog kvartila

N
S xh

=L +
Q3 1 f

Qs
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3N /4 — tri Cetvrtine elemenata niza

L1 — donja granica razreda treceg kvartila

N — zbroj apsolutnih ili relativnih frekvencija

>fi — frekvencija kumulativnog niza ,manje od“ ispred razreda treceg
kvartila

fos— apsolutna ili relativna frekvencija razreda treceg kvartila

i — veli¢ina razreda treceg kvartila

Primjer 5.22. Izracunavanje kvartila

Tablica 5.16. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema broju djece

Broj djece Broj zaposlenih F;r;ﬂile \r/aez“r(e:;g: Kljllmula'tivni E]iz
manje od
Xi fi Xi i
0-1 14 0-1,5 15 14
Qi,Q3 —2—4 29 1,5-4,5 3 43
5—7 12 4,5-7,5 3 55
89 2 7,5-9,5 2 57
Ukupno 57
N/4 = 14,25
Q, =15+ OA'L_M) -3=153

25% zaposlenih u poslovnom subjektu Alfa imaju 1,53 djece i manje, a ostalih

75% imaju 1,53 djece i viSe.

3N/4 = 42,75

(42,75-14)

Q3 :1,5+ 3:4,47

75% zaposlenih u poslovnom subjektu Alfa imaju 4,47 djece i manje, a ostalih

25% imaju 4,47 djece i viSe.
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Tablica 5.17. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob zaposlenika Broj zaposlenih | Veli¢ina razreda o .
Kumulativni niz "manje od"
Xi fi i
18 -21 2 3 2
21-25 6 4 8
Qi1—25-30 9 5 17
30-35 5 5 22
35-40 4 5 26
40 — 45 9 5 35
45 - 50 5 5 40
Q; —50-55 11 5 51
55 - 60 4 5 55
60 — 65 2 5 57
Ukupno 57
N/4 = 14,25
Q, =25+w-5=28,47

25% zaposlenih u poslovhom subjektu Alfa imaju 28,47 godina i manje, a

ostalih 75% imaju 28,47 godina i viSe.

3N/4 = 42,75

(42,75 - 40)

Q, =50+ .5=51,25

75% zaposlenih u poslovhom subjektu Alfa imaju 51,25 godina i manje, a

ostalih 25% imaju 51,25 godina i viSe.

5.7.2. Decili

Decili za negrupirane statisticke nizove racunaju se prema sljede¢im izrazima:
Ako N nije djeljivs 10
iN

— #INT D, =x, r =INT N +11=123,...9
10 10

Ako je N djeljivs 10

N Nt D, = XX NG 155 g
10 2 10
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Decili za grupirane statisticke nizove racunaju se prema sljedecem izrazu:

iﬂ_z f, .

D=L+ = ii_123. .9
1:D

iN/ 10 - desetina elemenata niza

L;1 — donja granica razreda i-tog decila

N — zbroj apsolutnih ili relativnih frekvencija

Y1 — frekvencija kumulativnog niza ,manje od“ ispred razreda i-tog
decila

fp~ apsolutna ili relativna frekvencija razreda i-tog decila

i — veli¢ina razreda i-tog decila

5.7.3. Percentili

Percentili za negrupirane statisticke nizove racunaju se prema sljedecim
izrazima:

Ako N nije djeljiv s 100

iN

—# INT P =X, r=INT N +1i=123,...99
100 100

Ako je N djeljiv s 100
iN X, + X iN

—=INT P =—"—"r=—i=123..99
100 2 100

Percentili za grupirane statisticke nizove racunaju se prema sljedecem izrazu:
iN
— '
p_| .00 ="

i 1 fp

1§i=123,..99

iN/ 100 - stotina elemenata niza
L1 — donja granica razreda i-tog percentila

N — zbroj apsolutnih ili relativnih frekvencija
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Y fi — frekvencija kumulativnog niza ,manje od“ ispred razreda i-tog
percentila
fpi — apsolutna ili relativna frekvencija razreda i-tog percentila

i — veli¢ina razreda i-tog percentila

Primjer 5.23. Izracunavanje decila i percentila

Tablica 5.18. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Dob . . -
. Broj zaposlenih | Veli€ina razreda o .
zaposlenika Kumulativni niz "manje od"
Xi f i

P,— 18-21 2 3 2
Pio— 21-25 6 4 8
D;— 25-30 9 5 17
30-35 5 5 22
Pso=Ds— 35-40 4 5 26
Me=Ds— 40 - 45 9 5 35
45 - 50 5 5 40
P;s=Q; — 50 - 55 11 5 51
Pgo— 55 — 60 4 5 55
60 — 65 2 5 57

Ukupno 57

Izracunavanje 2. decila:

iN/10=2:57/10 = 11,4

D, =25+

@-5=26,89

20% zaposlenih u poslovhom subjektu Alfa imaju 26,89 godina i manje, a

ostalih 80% imaju 26,89 godina i viSe.

Izracunavanje 5. decila:
Buducdi da se 5. decil nalazi na polovini statistickog niza njegova vrijednost
mora biti jednaka vrijednosti medijana. Dokaz:

iN/10 = 5-57/10 = 28,5

(28,5 26)

D, =40+ -5=4139
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Tumacenje rezultata je isto kao kod tumacenja medijana: 50% zaposlenih u
poslovnom subjektu Alfa imaju 41,39 godina i manje, a ostalih 50% imaju

41,39 godina i viSe.

Izracunavanje 10. percentila

iN/100 = 10-57/100 = 5,7

57-2)

P, P -4=2346

10% zaposlenih u poslovhom subjektu Alfa imaju 23,46 godina i manje, a

ostalih 90% imaju 23,46 godina i viSe.

Izracunavanje 90. percentila

iN/100 = 90-57/100 = 51,3

(51,3-50)

P, =55+ .5=56,63

90% zaposlenih u poslovnom subjektu Alfa imaju 56,63 godina i manje, a

ostalih 10% imaju 56,63 godina i viSe.

Izracunavanje 40. percentila
Bududi da se 40. percentil nalazi na Cetiri desetine statistickog niza njegova
vrijednost mora biti jednaka vrijednosti 4. decila. Dokaz P4o = D4.

iN/100 = 40-57/100 = 22,8

(228-22)

P, =35+ .5=36

Izracunavanje 75. percentila
Buducdi da se 75. percentil nalazi na tri cetvrtine statistickog niza njegova
vrijednost mora biti jednaka vrijednosti gornjeg kvartila. Dokaz P75 = Qs.

iN/100 = 75-57/100 = 42,75
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(42,75 40)

P, =50+ -5=51,25

75% zaposlenih u poslovnhom subjektu Alfa imaju 51,25 godina i manje, a

ostalih 25% imaju 51,25 godina i viSe.

Izracunavanje 2. percentila

iN/100 = 2-57/100 = 1,14

P, =18+ (114-0)

-3=19,71

2% zaposlenih u poslovnom subjektu Alfa imaju 19,71 godina i manje, a

ostalih 98% imaju 19,71 godina i viSe.

5.8. Momenti

Momenti numerickih nizova su specificne srednje vrijednosti koje
predstavljaju aritmeticke sredine odstupanja vrijednosti numericke varijable
od njezine aritmeticke sredine. Dijele se na momente oko sredine (aritmeticke)

i na pomocne.

Momenti oko sredine racunaju se pomocu izraza:

Za negrupirane nizove Za grupirane nizove
N . k .
Z(Xi - /U) _ f, (Xi _/1)

He = I:]-T M = I::LT

Pomoc¢ni momenti su momenti oko nule, momenti oko a i momenti oko a uz

b.

Momenti oko nule racunaju se pomocu izraza:

Za negrupirane nizove Za grupirane nizove
N N K
Z(Xi - O)r Z Xir Z fl Xlr
mr — =l — i=1 mr _ =l
N N N
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Momenti oko a racunaju se pomocu izraza:

Za negrupirane nizove Za grupirane nizove
N N K
2-a) >drf > fdr
mr — i=1 — i=1 m; — i=1
N N N

Momenti oko a uz b, raCunaju se pomocu izraza:

Za negrupirane nizove Za grupirane nizove
Nx—a) &, koo
Z b zdi Z fidi
il _ =l " i=1
mr = = I"I']r =
N N N
u 0
Z(Xi - ,U) N
Nulti moment oko sredine je konstanta i iznosi 1. g, :I:lT :W =1

N

1
Z(Xi - ,u)
Prvi moment oko sredine je konstanta i iznosi 0. 4, :HT :%
N 2
(Xi - ﬂ)
Drugi moment oko sredine je varijanca. 4, :‘=1T =g’

Pomocnim momentima izracunavaju se momenti oko sredine. Primjer

izraCuna momenata oko sredine (drugi, treci i cetvrti), prikazan je u

poglavljima gdje je opisan nacin izracuna varijance (potpoglavlje 6.6.), mjere

asimetrije as (poglavlje 8.) i mjere zaobljenosti a4 (poglavlje 9).
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6. MUERE DISPERZIJE (RASPRSENOSTI)

Individualne vrijednosti numerickog obiljezja razli¢ite su u vecoj ili manjoj
mjeri od mjera srediSnje tendencije (srednjih vrijednosti),koja je izracunata iz
tih individualnih vrijednosti. Dva ili viSe promatranih nizova mogu imati
jednaku aritmeticku sredinu, ali razlic¢it raspored jedinica niza, Sto je rezultat
razliCite rasprsSenosti individualne vrijednosti obiljezja i dovodi do razlic¢itih

vrijednosti pokazatelja rasprSenosti (tablica 6.1.).

Uz pojmove rasprSenost i disperzija, za opisivanje odstupanja individualnih
vrijednosti obiljezja koristi se i pojam varijabilnost te se moze rec¢i da
reprezentativnost srednje vrijednosti ovisi o stupnju varijabilnosti podataka.

Mjere disperzije dijele se na apsolutne i relativne. Apsolutne se izrazavaju u
jedinicama obiljezja, a relativne u proporciji ili postotku. Apsolutnim mjerama
disperzije nije moguce usporediti rasprSenost raznorodnih distribucija koje se

mogu usporediti samo relativnim mjerama disperzije.

Slika 6.1. Podjela mjera disperzije

Mjere disperzije

Apsolutne Relativne

Raspon variajcije (R,)

Izrazavaju se u
jedinicama obiljezja

Interkvartil (|
nterkvartil (Ig) Koeficijent varijacije (V)

10-90 rang percentifa (lpgo.p0) Koeficijent kvartilne

Srednje apsolutno odstupanje devijacije (Vo)
Varijanca (c?)

Standardna devijacija (o)
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6.1. Raspon varijacije

Raspon varijacije (Rx) predstavlja razliku izmedu najvece i najmanje

vrijednosti. R, =X, — Xuin

Ukoliko se raspon varijacije izraCunava na temelju podataka prikazanih

distribucijom frekvencija s razredima, aproksimira se kao razlika izmedu

gornje granice posljednjeg i donje granice prvog razreda ili kao razlika

razrednih sredina posljednjeg i prvog razreda.

Nedostatak ove mjere disperzije je Sto u izracunu obuhvaca samo rubne

vrijednosti niza te predstavlja grubu mjeru disperzije i zbog toga je

nepouzdana.

Primjer 6.1. Tri promatrana niza s jednakom aritmetickom sredinom, ali

razli¢itim rasporedom jedinica niza

Tablica 6.1. Iznos mirovine tri skupine umirovljenika u kunama

Iznos mirovine Iznos mirovine Iznos mirovine
Red. broj umirovljenika u skupini A | umirovljenika u skupini B umirovljenika u skupini C
X(A) X(B) X(c)
1. 650 750 700
2. 1.150 900 980
3. 1.200 1.150 1.100
4, 1.850 1.900 1.620
5. 1.850 1.850 1.850
6. 1.850 1.850 1.850
7. 1.850 1.850 1.850
8. 2.300 2.600 2.270
9. 3.500 3.700 3.980
10. 4.900 4.850 5.100
11. 8.200 8.300 8.250
12. 9.700 9.300 9.450
Ukupno 39.000 39.000 39.000
u 3.250 3.250 3.250
Mod 1.850 1.850 1.850
Me 1.850 1.850 1.850
Qu 1.525 1.525 1.360
Qs 4.200 4.275 4.540

U primjeru podataka o visini mirovina umirovljenika skupine A, B i C, unatoc¢

istim srednjim vrijednostima, rezultat razliCite rasprSenosti individualne
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vrijednosti obiljezja dovodi do razlicitih vrijednosti pokazatelja rasprsenosti.
Raspon varijacije je:

Ry(sy = 9.700-650=9.050 R, 5 =9.300—750=8.550 R, ., = 9.450—700=8.750

T: Raspon varijacije izmedu najvisSe i najniZze mirovine umirovljenika u skupini
A je 9.050,00 kn. Raspon mirovina umirovljenika u skupini A, takoder je i

najveci jer u skupini B iznosi 8.550,00 kn, a u skupini C iznosi 8.750,00 kn.

6.2. Interkvartil

Interkvartil je raspon varijacije srediSnjih 50% elemenata uredenog
statistickog niza. Statisticki niz mora biti ureden po redoslijedu vrijednosti od

najmanje do najvece. Izrazava se kao razlika gornjeg i donjeg kvartila, prema

izrazu: 1, =Q, —Q,.

Slika 6.2. Interkvartil
50%

Xmin o1 Me Q3 Xmax
(Q2)

Primjer 6.2. Izracun interkvartila

U primjeru podataka o visini mirovina umirovljenika A, B i C skupine (tablica
6.1.),raspon varijacije srediSnjih 50% elemenata statistickog niza je:

o =4:200-1.525=2.675 g, = 4.275-1.525=2.750 | o, = 4.540~-1.360 = 3.180

T : Raspon varijacije srediSnjih 50% mirovina umirovljenika u skupini A je
3.675,00 kn. Raspon varijacije mirovina srediSnjih 50% umirovljenika u

skupini C je najveci, 3.180,00 kn.
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Odstupanja individualnih vrijednosti mogu se dobro prikazati grafickim
prikazom Box-plot dijagramom (B-P dijagram ili pravokutni dijagram). B-P
dijagram za graficki prikaz koristi pet specificnih vrijednosti niza: medijan,
prvi i treci kvartil te najmanju i najvecu vrijednost niza (engl. five summary

numbers — 5's).

Grafikon 6.1. Pravokutni (B-P) dijagram
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Na grafickom prikazu vidljivi su raspon varijacije i interkvartilni raspon te se

prosuduju moguce asimetrije kao i pojave netipi¢nih vrijednosti (outliers).

Pomocu pravokutnog dijagrama lako se mogu uociti izdvojenice. Razlikuju se
umjerene i sumnjive izdvojenice (engl. outliers), koje se u grafikonu oznacavaju
kruzicem te ozbiljne (engl. extreme outliers) izdvojenice koje se oznacavaju

zvjezdicom.15

Umjerene i sumnjive izdvojenice:

15 Nacin izrade pravokutnog dijagrama vidi: Statistics How To:
http:/ /www.statisticshowto.com /how-to-find-a-five-number-summary-in-statistics/
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- donja unutarnja meda Qi1-1,5 Iy
gornja unutarnja meda Qs3+1,5 Ig
Ozbiljne izdvojenice:
- donja vanjska meda Q1-3 I

gornja vanjska meda Qz+3 I

6.3. Koeficijent kvartilne devijacije

Koeficijent kvartilne devijacije je relativna mjera disperzije koja objasnjava
disperziju srediSnjih 50% jedinica niza, a njegove vrijednosti mogu se ocekivati
u intervalu od O do 1. Njime se moze usporedivati stupanj disperzije
raznorodnih nizova. Odreduje se kao omjer interkvartila i zbroja kvartila:

Q:—Q3_Ql 0<V, <1
Q3+Ql

Primjer 6.3. Izracunavanje koeficijenta kvartilne devijacije (tablica 6.1.)

4.200-1525 2675

— - - 0,47
QAW " 4200+1.525 5725

T: Raspon varijacije sredisSnjih 50% mirovina umirovljenika u skupini A iznosi

0,47, Sto predstavlja veliko variranje srediSnjih 50% podataka.

6.4. 10-90 rang percentila

10-90 rang percentila je mjera koja predstavlja razliku izmedu 90-og i 10-og
percentila i govori o varijaciji srediSnjih 80% podataka. Ova mjera ne uzima u
obzir 10% rubnih podataka na donjoj granici niza i 10% na gornjoj. Izracunava

se prema izrazu:

IP90—P10 = I:)90 - PlO

Primjer 6.4. Izracunavanje 10-90 rang percentila (tablica 5.18.)

P;o= 23,46 godina, a Poo= 56,63 godina
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| ngo_po = 56,63— 2346 =3317

T: Raspon varijacije dobi srediSnjih 80% zaposlenika u poslovnom subjektu

Alfa iznosi 33,17 godina.

Za mjerenje disperzije oko aritmeticke sredine koriste se apsolutne mjere:
srednje apsolutno odstupanje, varijanca i standardna devijacija te relativna
mjera koeficijent varijacije. To su potpune mjere disperzije jer ovise o
vrijednosti svakog ¢lana niza. Srednje apsolutno odstupanje racuna se i kao

mjera disperzije oko medijana.

6.5. Srednje apsolutno odstupanje

Srednje apsolutno odstupanje (MAD), od engl. mean absolute deviation je
prosjecno apsolutno odstupanje vrijednosti varijable od njezine aritmeticke
sredine. Za izracunavanje disperzije koristi se i srednje apsolutno odstupanje

oko medijana:

za negrupirane podatke za podatke prikazane distribucijom frekvencija
N k
Z|Xi _,U| Z fi|xi _,U|
MAD =2 — MAD ==
N
fi
i1
za negrupirane podatke za podatke prikazane distribucijom frekvencija
N k
D [ — M| fi|x, — Me|
MAD,, = 2 MAD,,, = =—

N Zfi

i=1
Za izraCunavanje navedenih mjera disperzije koriSteni su podaci o broju

zaposlenih u poslovnom subjektu Alfa prema dobi.
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Primjer 6.5. Izracunavanje mjera disperzije oko aritmeticke sredine

Tablica 6.2. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

zapcl)js?gnika Broj _ Sredina
u godinama zaposlenih razreda
Xi fi Xi fi Xi Xi -d fi [xi -y | fi[xi -Me] fi (Xi -M) f(xi -u)?

18-21 2 19,50 39,00 | -20,67 41,33 43,78 -82,67 854,22
21-25 6 23,00 138,00 | -17,17 | 103,00 110,34 -206,00 1.768,17
25-30 9 27,50 247,50 | -12,67 | 114,00 125,01 -228,00 1.444,00
30-35 5 32,50 162,50 -7,67 38,33 44,45 -76,67 293,89
35-40 4 37,50 150,00 -2,67 10,67 15,56 -21,33 28,44
40 — 45 9 4250 382,50 2,33 21,00 9,99 42,00 49,00
45 -50 5 47,50 237,50 7,33 36,67 30,55 73,33 268,89
50 -55 11 52,50 577,50 12,33 | 135,67 122,21 271,33 1.673,22
55 —-60 4 57,50 230,00 17,33 69,33 64,44 138,67 1.201,78
60 — 65 2 62,50 125,00 22,33 44,67 42,22 89,33 997,56
Ukupno 57 2.289,50 614,67 608,55 0,00 8.579,17

Primjer 6.6. IzraCcunavanje srednjeg apsolutnog odstupanja (MAD) oko
aritmeticke sredine

614,67

1 =24017 MAD = =10,78

T: Prosjecna dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa je 40,17 godina.
Prosjecno apsolutno odstupanje od prosjecne dobi zaposlenika u poslovnom

subjektu Alfa iznosi 10,78 godina.

Primjer 6.7. Izracunavanje srednjeg apsolutnog odstupanja (MAD) oko
medijana

Me = 4139 MAD, _, = % ~10,68

T: Prosjecno apsolutno odstupanje od medijana iznosi 10,68 godina.

6.6. Varijanca

Varijanca je aritmeticka sredina kvadrata odstupanja vrijednosti numericke
varijable od njezine aritmeticke sredine. Oznacava se sa ¢2 (malo grcko slovo,

Cit. sigma na kvadrat). Izracunava se pomocu izraza:
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za negrupirane podatke za podatke prikazane distribucijom frekvencija

N

Z(Xi - ﬂ)z

Kk
, &= , fx =)
o == o’ = i=1 -
N ‘
i=1

Primjer 6.8. Izracunavanje varijance

Prema podacima iz tablice 6.2. varijanca je:

o’ = @ =15051

T: Dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa prosjecno kvadratno odstupa

od prosjecne dobi za 150,51 godinu.

Varijanca se moze izracunati i upotrebom izvedenog oblika, tzv. skracenog

k k
x> fix >
i= = 2 _ =l 2
izraza: o =1 - ili @ =« —H
z fl fi Z fl

Primjer 6.9. Izracunavanje mjera disperzije oko aritmeticke sredine skracenim
postupkom

Tablica 6.3. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

DOb. Broj Sredina
zaposlenika u .
. zaposlenih razreda
godinama
Xi fi Xi fi Xi fi xi2
18-21 2 19,50 39,00 760,50
21-25 6 23,00 138,00 3.174
25-30 9 27,50 247,50 6.806,25
30-35 5 32,50 162,50 5.281,25
35-40 4 37,50 150,00 5.625
4045 9 42,50 382,50 16.256,25
45 - 50 5 47,50 237,50 11.281,25
50 — 55 11 52,50 577,50 30.318,75
55 - 60 4 57,50 230,00 13.225
60 — 65 2 62,50 125,00 7.812,50
Ukupno 57 2.289,50 100.540,75

o2 =10054075 _ 45172 1 76387 -1.61363-150,24
16

16 Nastala razlika od 0,27 godina (150,51-150,24) posljedica je zaokruzivanja.
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6.7. Standardna devijacija

Bududi da je (prema 1. svojstvu aritmeticke sredine), zbroj kvadrata
odstupanja od aritmeticke sredina jednak nuli, daljnje racunske operacije s
nulom rezultirale bi nulom. Zbog toga su odstupanja kvadrirana, Sto otezava
tumacenje. Stoga je iz varijance izracunat drugi korijen kako bi se dobio
rezultat u prvom stupnju, koji predstavlja standardnu devijaciju.

Prema tome, standardna devijacija je pozitivni drugi korijen iz varijance i
tumaci se kao prosjecno odstupanje vrijednosti numerickog obiljezja od

njezine aritmeticke sredine. Predstavlja potpunu i apsolutnu mjeru disperzije.

S

Primjer 6.10. Izracunavanje standardne devijacije

Prema podacima iz tablice 6.2. i 6.3. standardna devijacija je:

o =+15051=12,27

T: Dob zaposlenika u poslovnom subjektu Alfa prosjecno odstupa od prosjecne
dobi za 12,27 godina.

Nedostatak apsolutnih mjera disperzije jest u njihovoj iskljucivoj
primjenjivosti za usporedivanje disperzije istorodnih distribucija jer su

izrazene u jedinicama obiljezja.

6.8. Koeficijent varijacije

Koeficijent varijacije je relativna mjera disperzije. Predstavlja omjer
standardne devijacije i aritmeticke sredine pomnozZen sa sto, prema izrazu:
v =2.100

U
Varijabilnost, mjerena koeficijentom varijacije, veca od 30% smatra se
velikom. Koeficijent varijacije veci od 100% pokazuje izrazenu heterogenost
podataka, to jest veliku disperziju. Tada je primjerenije upotrijebiti polozajne

srednje vrijednosti jer aritmeticka sredina nije reprezentativan pokazatelj.
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Primjer 6.11. Izracunavanje koeficijenta varijacije

Prema podacima iz tablice 6.2. i 6.3. koeficijent varijacije je:

V= 1227 -100 = 30,55%
4017

T: Postotni omjer standardne devijacije i prosjecne dobi zaposlenika u

poslovnom subjektu Alfa iznosi 30,55%.

Relativne mjere disperzije (koeficijent varijacije i koeficijent kvartilne
devijacije), daju podatak o tome koja distribucija ima vecu disperziju u odnosu
na neku drugu distribuciju koja ne mora biti mjerena istorodnim obiljezjem.
Medutim, ne daju podatak o tome koliko svaka pojedina vrijednost
numerickog obiljezja odstupa od prosjeka, neovisno je li rijeC o usporedbi
istorodnih ili raznorodnih distribucija. Dakle, relativnhe mjere disperzije ne
omogucuju usporedbu odstupanja originalnih vrijednosti obiljezja od
aritmeticke sredine u raznorodnim distribucijama frekvencija (npr. place u

kunama i proizvodnja u komadima).
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7. STANDARDIZIRANO OBILJEZJE

Standardizirano obiljezje u literaturi se mnalazi i pod pojmovima
standardizirana varijabla, Z-vrijednost, Z-test.

Ukoliko je potrebno usporediti dvije ili viSe distribucija izrazenih razli¢itim
jedinicama obiljezja (raznorodne distribucije), pogodno je odstupanja
standardizirati. Odstupanja individualnih vrijednosti numerickog obiljezja od
aritmeticke sredine u raznorodnim distribucijama frekvencija izracunavaju se

standardiziranim (normaliziranim) obiljezjem.

Standardizirano obiljezje izracunava se tako da se odstupanja numericke
varijable od njezine aritmeticke sredine podijele sa standardnom devijacijom.
Izracunata odstupanja izraZzena su u jedinicama standardnih devijacija.

_X—H
o

Z.

Aritmeticka sredina standardiziranog obiljezja jednaka je nuli, a standardna
devijacija standardiziranog obiljezja je jedan.

7=0 o, =1

Primjer 7.1. Z-test

Iz primjera prikazanih u tablicama 5.1. i 5.2., moguce je izracunati odstupa li
viSe od prosjeka zaposlenik u poslovnom subjektu Alfa koji ima 2 djece ili

zaposlenik u dobi od 40 godina.

,_2-321_-127
dea 903 203

, _40-4017 _-017
dob 12.27 12.27

=-0,62560

=-0,013%

T: Od prosjeka viSe odstupa zaposlenik koji ima dvoje djece, nego zaposlenik
u dobi od 40 godina. Zaposlenik koji ima dvoje djece, udaljen je od prosjeka
za -0,6256 standardnih devijacija, dok je zaposlenik u dobi od 40 godina
udaljen od prosjeka za -0,0139 standardnih devijacija.
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U navedenom primjeru standardizirane vrijednosti su izracunate iz iste
populacije (zaposlenici poslovnog subjekta Alfa), a na isti nacin moze se
ispitati disperzija individualnih vrijednosti varijabli iz razli¢itih populacija.
Standardizirano obiljezje korisno je u identificiranju izdvojenica u nizu. To su
one vrijednosti koje od prosjeka odstupaju za viSe od +30 i manje od -30.
Numericku varijablu moguce je standardizirati i primjenom sljedecih izraza:

X X X; X; X — X

o X ’ Ho X — X 2 X

max min max — Xmin

Odstupanja individualnih vrijednosti od prosjeka izrazena u standardnim
devijacijama predstavljaju povrSinu krivulje, mogu biti promatrana kao
najmanja i interpretiraju se CebiSevljevim pravilom. Ako se zeli izracunati

proporcija mogucih odstupanja, primjenjuje se empirijsko pravilo.

7.1. Cebisevljevo pravilo

Cebisevljevo pravilo govori da je najmanja proporcija ¢lanova bilo kojeg
niza,bez obzira na oblik distribucije, obuhvacena intervalom u+ko,k>1
. 1

jednaka l—k—2 .

-]

k — broj standardnih devijacija (k ne mora biti cijeli broj)
p — proporcija ¢lanova niza obuhvacena intervalom od k standardnih

devijacija

Interval za odredivanje najmanje proporcije ¢lanova glasi:

P(u—ko < X <,u+ka)21—ki2
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Cebisevljevim pravilom odreduje se povrsina onih podataka koji odstupaju od
prosjeka za k standardnih devijacija. Njime se izracunava raspon varijacije u
kojem se ocCekuje odredeni dio podataka niza.

U pojasu u=*20 nalazi se najmanje 75% svih podataka.

U pojasu u*30 nalazi se najmanje 88.89% svih podataka.

Primjer 7.2. CebiSevljevo pravilo

Prosjecna cijena oranica u Republici Hrvatskoj iznosi 21.158,00 kn/ha, uz
standardno odstupanje od 5.240,00 kn/ha. Potrebno je naci interval u kojem
su zapisane cijene oranica po ha za najmanje 75% oranica u Hrvatskoj.

P(21.158-2-5.240< X < 21.158+ 2-5.240) Zl—ziz

P(10.678< X <31.638) > 0,75

T: Cijene oranica za najmanje 75% oranica u Republici Hrvatskoj krecu se u

intervalu od 10.678,00 kn/ha do 31.638,00 kn/ha.

Primjer 7.3. CebiSevljevo pravilo

Mjerenjem je utvrdeno da je djelatnica banke tijekom jednog radnog tjedna
prosjecno obradivala zahtjeve za odobrenje kredita klijenata u trajanju od 95
minuta. Prosjecno, standardno, odstupanje od prosjecne obrade kredita
iznosilo je 13 minuta. Koristeéi CebiSevljevo pravilo potrebno je procijeniti

najmanji postotak zahtjeva kredita Cija je obrada trajala od 60 do 120 minuta.

K= 120-95 1923

p:(l—izjzl— L -1 _1-0270-073
k 1,923 3,698

T: Najmanje 73% zahtjeva za kredit djelatnica je obradila u trajanju od 60 do

120 minuta.

76



7.2. Empirijsko pravilo

Za razliku od CebiSevljevog pravila koje je primjenjivo na bilo koji oblik
distribucije, za zvonolike (simetricne) distribucije, prilikom odredivanja
rasporeda podataka, moguce je primijeniti svojstva normalne distribucije
(slika 7.1.):

- interval 4 +1o obuhvaca oko 68% podataka

- interval u+20 obuhvaca oko 95% podataka

- interval 4 +3c obuhvaca oko 99.73% podataka

Odstupanja od +20 nazivaju se tipicnim odstupanjima. To su odstupanja u

kojima se ocekuje najveci broj podataka.

Slika 7.1. Raspodjela podataka prema empirijskom pravilu

-3c —26 - G 3c

Primjer 7.4. Empirijsko pravilo

Mjerenjem je utvrdeno da je djelatnik tvrtke PoSta Expres tijekom radnog dana
zaprimanje paketa prosjecno obradivao 7,2 minute. Prosjecno, standardno,
odstupanje od prosjecnog trajanja zaprimanja paketa iznosilo je 1,8 minuta.

Potrebno je utvrditi:
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Koliko je najkrace i najduze trajalo zaprimanje paketa?
Nalazi 1li se zaprimanje paketa koje je trajalo 10 minuta u tipicnim
odstupanjima?

Koji klijenti su dio izdvojenica s obzirom na trajanje zaprimanja njihovog

paketa?
u=12 =18
u-10=72-18=54 H+1lo=72+18=9

H—20=172-2-18=36 U+20=172+2-18=2*108
u—30c=72-3-18=18 u+30=72+3-18=12,6

T: Prema empirijskom pravilu, gotovo svi paketi zaprimljeni su u trajanju od
1,8 do 12,6 minuta. Zaprimanje paketa koje je trajalo 10 minuta, naziva se
tipicnim, odnosno odstupanje od prosjeka zaprimanja je tipicno. Zaprimanja
paketa koja traju krace od 1,8 i duze od 12,6 minuta smatraju se

izdvojenicama.
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8. MJUERE ASIMETRIJE

Mjerama asimetrije mjeri se nacin rasporeda podataka prema osi simetrije.
Mjere asimetrije odreduju odstupanja individualnih vrijednosti numerickog
obiljezja od aritmeticke sredine, medijana, moda i drugih srednjih vrijednosti.
Normalna distribucija Gaussova distribucija je simetricna (slika 8.1.a), u
odnosu na normalnu distribucija moze biti pozitivno asimetri¢na (slika 8.1.b),

ili negativno asimetric¢na (slika 8.1.c).

Slika 8.1. Raspored podataka u distribuciji frekvencija i odnosi srednjih
vrijednosti

a) simetri¢na distribucija b) pozitivno asimetri¢na c) negativno asimetricna

distribucija distribucija
i
£
| } .
/Liz i Mo te ¥ ¥ Me w
Me
Mo =Me =p Mo < Me <pu Mo > Me >p

U simetri¢noj distribuciji aritmeticka sredina, medijan i mod imaju jednake
vrijednosti. U pozitivno asimetri¢noj distribuciji mod ima najmanju vrijednost,
a aritmeticka sredina najvecu, dok u negativnho asimetricnoj distribuciji
aritmeticka sredina ima najmanju vrijednost. Vrijednost medijana je uvijek

izmedu moda i aritmeticke sredine.

Promatra li se asimetrija u odnosu na aritmeticku sredinu u simetri¢cnom
rasporedu, postoji jednako negativnih i pozitivnih odstupanja. Pozitivno
asimetricna distribucija u kojoj ima viSe pozitivnih odstupanja joS se naziva
desnostrano asimetricna, a negativno asimetri¢na, u kojoj ima viSe negativnih

odstupanja, naziva se i ljevostrano asimetri¢na.
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Najcesce se koriste sljedece mjere asimetrije: koeficijent asimetrije as koji
predstavlja potpunu mjeru asimetrije te nepotpune mjere: Pearsonove mjere i

Bowleyeva mjera.

8.1. Koeficijent asimetrije Alfa 3 (03)

Alfa 3 izracunava se pomocu treceg momenta oko sredine koji je pogodan zbog
toga Sto, zbog neparne potencije, zadrzava predznak odstupanja kako

negativni, tako i pozitivni.

Treci moment oko sredine izracunava se pomocu izraza:

Za negrupirane nizove Za grupirane nizove
N 3 Kk 3
(Xi _/1) Z fi(xi _,U)
_ i _ =l
Hs N Hs N

Alfa 3 predstavlja omjer treceg momenta oko sredine i standardne devijacije

na trecu potenciju. Izracunava se pomocu izraza:

_Hs

3
o)

a3

simetri¢na distribucija — az=0
pozitivno asimetricna — az>0
negativno asimetricna — az<0

Ocekivani rezultat alfa 3 je u intervalu +20.

Za daljnju analizu distribucije frekvencija potrebni su izracuni u radnoj tablici

8.1.
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Tablica 8.1. Zaposleni u poslovnom subjektu Alfa prema dobi

Brojnik tre¢eg Brojnik etvrtog
Dob Broj Veligina | Korigirane momenta oko momenta oko
zaposlenika zaposlenih | razreda | frekvencije sredine sredine
Xi f i fei=filli (Xi-p)3 (xi-p)*
18 -21 2 3 0,67 -17.653,93 364.847,80
21-25 6 4 1,50 -30.353,53 521.068,89
25-30 9 5 1,80 -18.290,67 231.681,78
30-35 5 5 1,00 -2.253,15 17.274,14
35-40 4 5 0,80 -75,85 202,27
40-45 9 5 1,80 114,33 266,78
45 - 50 5 5 a 1,00 1.971,85 14.460,25
Mo50 - 55 11 5 b 2,20 20.636,41 254.515,69
55 -60 4 5 ¢ 0,80 20.830,81 361.067,46
60 — 65 5 0,40 22.278,74 497.558,54
Ukupno 57 -2.794,97 2.262.943,60
Primjer 8.1. Izracunavanje mjere asimetrije as
1, = —2.79497 _ 4903 a, - —49,033 _ —-49,03 0,03
57 12,27° 1.847,28

Alfa 3 pokazuje da je distribucija frekvencija jako slabo negativno asimetri¢na.

Obzirom na veli¢inu as (-0,03), distribucija je gotovo simetri¢na.

Prema pravilu ako je Mo > Me >u distribucija je negativno asimetri¢cna: 52,31

> 41,39 > 40,17.

8.2. Pearsonove mjere asimetrije

Pearsonove mjere asimetrije (skewnes), temelje se na odnosu srednjih
vrijednosti u distribucijama frekvencija. Definiraju se kao standardizirano

odstupanje vrijednosti medijana ili moda od aritmeticke sredine.

U upotrebi su dvije Pearsonove mjere asimetrije: skewnes na temelju moda i
skewnes na temelju medijana. Ako je distribucija jednomodalna, ocekivani

rezultat skewnesa je u intervalu +3o0.
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skewnes na temelju moda skewnes na temelju medijana

- Mo 31— Me
Sk:? Sk:%

simetri¢na distribucija — Sk = 0
pozitivno asimetricna — Sk > O

negativno asimetricna — Sk < 0

Primjer 8.2. Izracunavanje mjere asimetrije Sx na temelju moda

Mo =50+ o2 _gf(;lz) 08 5=50+ 1’21;21’4 -5=50+2,3077=5231
Prema izraCunatom:

p=40,17

oc=12,27

(4017-5231) -1214

S, = = =-0,99
12,27 12,27

Primjer 8.3. Izracunavanje mjere asimetrije Sk na temelju medijana

Prema izracunatom:

u=40,17
Me = 41,39
c=12,27

_3(4017-4139) -366

) = =-0,30
12,27 12,27

Pearsonove mjere asimetrije pokazuju blago negativho asimetricnu

distribuciju.
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8.3. Bowleyjeva mjera asimetrije

Bowleyjeva mjera asimetrije temelji se na odnosu medijana i kvartila. U

simetricnim distribucijama, Bowleyeva mjera jednaka je 0, u pozitivho

asimetriCnim mjera je pozitivna, a u negativno asimetricnim je negativna. U

simetricnim distribucijama, razlika izmedu medijana i donjeg kvartila jednaka

je razlici izmedu gornjeg kvartila i medijana. U pozitivho asimetricnoj

distribuciji, razlika izmedu medijana i donjeg kvartila manja je od razlike

izmedu gornjeg kvartila i medijana, a u negativnoj, razlika izmedu medijana i

donjeg kvartila veca je od razlike izmedu gornjeg kvartila i medijana.

Ocekivana vrijednost Bowleyjeve mjere asimetrije je u intervalu *1o.

Slika 8.2. Raspored podataka u distribuciji frekvencija i odnosi medijana,

donjeg kvartila i gornjeg kvartila

a) simetri¢na distribucija b) pozitivno asimetri¢na c) negativno asimetricna

distribucija

¢

distribucija

Me Qg % Q]

simetri¢na distribucija - Skxo=0

pozitivno asimetricna - Sko>0

negativno asimetricna — Sk<O

Sio

_Q,+Q; —2Me

Q3 _Ql

Me

Me—-Q, =Q; —Me
Me -Q, <Q, —Me

Me-Q, >Q, —Me

Q,+Q, —2Me=0
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Primjer 8.4. Izracunavanje mjere asimetrije Skq

Prema izracunatom Q, =2847 Q, =51,25Me=4139

 2847+5125-2.4139 —-306

kQ = =-013
5125-28,47 22,78

Distribucija je vrlo blago negativno asimetricna.

Dokaz pokazatelja negativne asimetricnosti distribucije Me-Q, >Q, —Me

4139-2847>51,25-4139 12,92>9,86
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9. MJUERE ZAOBLJENOSTI
9.1. Koeficijent zaobljenosti a4
Koeficijent zaobljenosti as mjeri zaobljenost modalnog vrha distribucije.

Izracunava se kao omjer cetvrtog momenta oko sredine i standardne devijacije

na Cetvrtu potenciju, pomocu izraza:

za negrupirane nizove za grupirane nizove
N 4 K 4
My Z(Xi _ﬂ) zfi(xi_:u)
Uy ="4 = py =
o N N

as = 3 zaobljenost normalne distribucije

as > 3 Siljatija distribucija od normalne distribucije
as < 3 plosnatija distribucija od normalne distribucije
as 1.8 pravokutna distribucija

as < 1.8 Udistribucija

Slika 9.1. Izgled vrha distribucije s obzirom na vrijednost a4

siljastija g eaer -
0(43'3 u-distribucija

Cl,<1.8

normalna

o,=3

plosnatija (O, <3

Primjer 9.1. Izracunavanje mjere zaobljenosti a4

Prema podacima iz tablice 8.1.

_ 2.262.94360 _ 39.700,76 o, = 39.700,476 _ 39.700,76 _
57 12,27 22.666,18

Hy d

Alfa 4 pokazuje da je distribucija priblizno pravokutna s blagim izgledom U

distribucije.
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9.2. Koeficijent zaobljenosti Eksces

Ponekad se od mjere zaobljenosti alfa 4 oduzima tri, a rezultat je alternativna

mjera zaobljenosti tzv. Eksces (engl. Kurtosis)., pomocu izraza:
K=a,-3

K = 0 zaobljenost normalne distribucije

K > O siljatija distribucija od normalne distribucije

K < O plosnatija distribucija od normalne distribucije

Primjer 9.2. Izracunavanje mjere zaobljenosti K
Prema podacima iz primjera 9.1.:

K=175-3=-125

Buducdi da je K<O,to pokazuje da je distribucija plosnatija od normalne.

Rezultati pokazuju da je a4 preciznija mjera zaobljenosti od K.
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10. MUERE KONCENTRACIJE

Mjere koncentracije su mjere nejednakost statistickog niza. Njima se mjeri
nacin rasporeda totala po jedinicama niza ili modaliteta statistickih varijabli.
Kao apsolutne mjere koncentracije najceSce se koriste koncentracijski
omjeri i Herfindahlov indeks, a kao relativha mjera (mjera nejednakosti),

najcesce se koristi Ginijev koeficijent koncentracije.

10.1. Koncentracijski omjeri

Koncentracijski omjer reda r uredenog niza s N ¢lanova,odreduje se tako da
se zbroj r vrijednosti podijeli sa zbrojem N vrijednosti. Pri tome su podaci

poredani od najveceg prema najmanjem, u padajucem nizu.

<C, <1

r _ i= 1r r
C = N -N r:WZ N

2% 2_1: X, E

N = broj vrijednosti, odnosno modaliteta statisticke varijable

> ||_><

- pojedinacne vrijednosti varijable

Ako se radi o ravnomjernoj raspodjeli, koncentracijski omjer poprima
vrijednost od 1 do N. Ako su vrijednosti medusobno jednake, vrijednost omjera
jednaka je 1/N,a ako se radi o maksimalnoj raspodijeli, koncentracijski omjer
poprima vrijednost 1. U tom slucaju su sve vrijednosti, osim posljednje,
jednake nuli.
Za analizu koncentracije koristi se graficki prikaz pomocu Lorenzove krivulje
1) na apscisi se nalazi aritmeticko mjerilo za kumulativni niz relativnih
frekvencija
2) na ordinati se nalazi aritmeticko mjerilo za kumulativni niz
proporcija podataka
3) prva tocka ima koordinate (0,0); posljednja tocka ima koordinate
(1,1); koordinate ostalih tocaka odredene su vrijednostima ¢lanova

kumulativnih nizova
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4) u graficki prikaz ucrtava se pravac jednolike raspodjele, on prolazi

tockama (0,0) i (1,1)

Slika 10.1. Primjer Lorenzove krivulje

124

| ////
i | /4//
y ////////“

Tof 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095

I

x
105 11 115 12

Izvor: Kovacié¢, B., Opaci¢, R. i Marohnié¢, L., O Ginijevu koeficijentu koncentracije, math e,

Hrvatski matematicki elektronicki casopis, https:/ /hrcak.srce.hr/file/ 151776

Primjer 10.1. Izracunavanje koncentracijskih omjera

Predstavljeni su podaci o broju aktivnih trgovackih drustava prema veli¢ini u

Republici Hrvatskoj na dan 31. ozujka 2018. godine!l”.

Tablica 10.1. Aktivna trgovacka drustva u Republici Hrvatskoj prema veli¢ini

Veligina aktivnih Velika Srednja Mala Mikro UKUPNO
trgovackih drustava 332 1.184 8.804 99.924 110244
Trgovagka drustva po Mikro Mala Srednja Velika UKUPNO
veli€ini frekvencije 99.924 8.804 1.184 332 110.244
Kumulativ 99.924 108.728 109.912 110.244
Cr 0,906389 0,986249 0,996988 1
% 90,64 98,62 99,70 100

Izvor: Registar poslovnih subjekata, Hrvatska gospodarska komora, URL

17 U Registru poslovnih subjekata nije izri¢ito naznaceno da su u evidenciju ukljucena samo
trgovacka drustva (ne svi poslovni subjekti), no nakon upita proslijedenog nadleznima u
Hrvatskoj gospodarskoj komori, potvrdeno je da su podaci preuzeti od Drzavnog zavoda za
statistiku Republike Hrvatske te da Registar poslovnih subjekata obuhvaca trgovacka drustva
registrirana u Republici Hrvatskoj, a evidenciju o obrtima vodi Hrvatska obrtnicka komora.
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Primjer izracuna vrijednosti koncentracijskog omjera drugog reda: N=4, R=2

~99.924+8.804 108.728
110.244 110.244

=0,9862

2

T: Koncentracijski koeficijent drugog reda pokazuje da mikro i mala trgovacka
drustva predstavljaju 98,62% svih trgovacka drustva u Republici Hrvatskoj

na dan 31. ozujka 2018. godine

10.2. Herfindahl- Hirschmanov indeks

Herfindahl- Hirschmanov indeks (engl. HH index ili HHI-score) je apsolutni

indeks koncentracije. Izracunava se pomocu izraza:
2 2 2 2

H = p2 2 2 2 | X X, Xi Xy R e
= P74 Pl At PPt PR = +| Fot| | et | =>p

D% 2% D% D% o

i=1 i=1 i=1 i=1

ili
N

X

IA
I
IA
=

H: i=1

N

)

Moze se izraCunati i pomocu izraza:

1 1(o?
H :W(VZ +1):W(G—2+1J

Z|H

U

u— aritmeticka sredina
o - standardna devijacija

v — koeficijent varijacije niza nepomnozen sa sto
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Kada je razdioba totala po jedinicama niza ravnomjerna, indeks poprima
najmanju vrijednost 1/N, a poprima najvecu vrijednost kada je koncentracija
maksimalna.

Primjer 10.2. Izracunavanje Herfindahl — Hirschmanova indeksa

Tablica 10.2. Aktivna trgovacka drusStva u Republici Hrvatskoj prema veliCini

Trgovacka drustva Mikro Mala Srednja Velika UKUPNO (%)
po veli€ini

frekvencije x; 99.924 8.804 1.184 332 110.244
XY X 0,9064 0,0799 0,0107 0,0030 1,0000
(/3 %)%= p? 0,8215 0,0064 0,0001 0,0000 0,8280
X2 9.984.805.776 | 77.510.416 | 1.401.856 110.224 | 10.063.828.272
u % 90,64 7,99 1,07 0,30 100,00
U %2 8.215,42 63,77 1,15 0,09 8.280,44

Izvor: Registar poslovnih subjekata, Hrvatska gospodarska komora, URL

Iz tablice se moze ocitati da je:

H=3 p?=0828

i=1
ili izrac¢unati:

N
2

X
Z' ~10.063.828.272

H=—2 5 — =0,828
(N ] 110.244
2%
i=1
T: Prema Herfindahl - Hirschmanovom indeksu,s obzirom na veli¢inu

trgovackih drustava, koncentracija je izrazito velika.

Za razliku od raspona od O do 1, ako se koriste cijeli postoci (Sto je u
gospodarskoj praksi Cest slucaj), indeks se krece od O do 10.000 bodova. Npr.
H od 0,75 jednak je 7.500 bodova. Tada je Cesta upotreba simbola HHI.

Interpretacija vrijednosti HH indeksa:
HHI< 1000 niska koncentracija

HHI = 1000 - 1800 srednja koncentracija
HHI > 1800 visoka koncentracija

HHI =90,64% +7,99° +1,07% +0,3° =8.280,44
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T: HHI > 1800 (8.280,44) pokazuje visoku koncentraciju s obzirom na veli¢inu

trgovackih drustava.

Herfindahl — Hirschmanov indeks pokazuje kolika je koncentracija, to jest
stupanj koncentracije, ali ne pokazuje kojem modalitetu pripisati
koncentraciju. Kvadriranje vrijednosti po modalitetima pridaje vecu vaznost
modalitetima sa vecim udjelom te je uocljivije kojem modalitetu pripada veci

ili manji udio.

T: Udio mikro trgovackih druStava u Republici Hrvatskoj (90,642=8.215,42) je

izrazito velik u odnosu na ostala trgovacka drustva razvrstana prema veli€ini.

10.3. Ginijev koeficijent

Ginijev koeficijent koncentracije temelji se na utvrdivanju povrSina izmedu
pravca jednolike raspodjele i Lorenzove krivulje. Sto je koncentracija veca, to
se Lorenzova krivulja viSe udaljuje od toga pravca. Njihova vrijednost krece se
u rasponu od o do 1. Sto je ta vrijednost bliza nuli, vrijednosti niza su
ravnomjernije rasporedene, odnosno na svaki modalitet otpada priblizno
jednak udio u totalu. Obrnuto, Sto je ta vrijednost bliza jedinici, vrijednosti
niza su neravnomjernije rasporedene, odnosno vecina totala otpada na jedan

modalitet.

Ginijev koeficijent se izracunava pomocu izraza:

2y i-x N
;I % _N+1 ili G=1—z P (Yia+ Vi)

i=1
NZN:Xi N

i=1

G=

xi— pojedinacne vrijednosti varijable

i — redni broj podatka

G=0 nema koncentracije
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0<G=<0,25 slaba koncentracija

0.25<G<0,5 umjerena koncentracija

0.5 <G =<0.75 visoka koncentracija
0.75<G=1 izrazito visoka koncentracija
G=1 maksimalna koncentracija

Za izracun Ginijevog koeficijenta statistiCcki niz mora biti sastavljen od
nenegativnih vrijednosti (x;= 0), najmanje jedna od njih je strogo veca od nule
(i€ [n] takav da je x;> O) i elementi niza moraju biti poredani od najmanjeg

prema najvecem (Xx1< Xo<... < Xp).

Primjer 10.3. Izracunavanje Ginijeva koeficijenta

Tablica 10.3. Aktivna trgovacka drustva u Republici Hrvatskoj prema velicini

Kumulativ

broja aktivnih
Veli€ina Boj aktivnih | trgovackih
trgovackih trgovackih drustava
drustava drustava (podtotala) Lorenzova krivulja

Xi i pi yi i Xi Yi1+ Yi

Velika 332 332 | 1 0,25 0,0030 332 | 0,0030
Srednja 1.184 1516 | 2 0,5 0,0138 2.368 | 0,0168
Mala 8.804 10.320 | 3 0,75 0,0936 26.412 | 0,1104
Mikro 99.924 110.244 | 4 1 1,0000 | 399.696 | 1,1104
UKUPNO 110.244 428.808 | 1,2405

Izvor: Registar poslovnih subjekata, Hrvatska gospodarska komora, URL

Svakom razredu pridruzena je apsolutna frekvencija. Umjesto apsolutne
frekvencije, mogu se razmatrati i relativne frekvencije koje oznacavaju udio

broja doti¢nog razreda u ukupnom broju svih ¢lanova niza.

yi— kumulativ proporcija podtotala

pi— kumulativ proporcija trgovackih drustava

. "
_2+428808 4+1 857616 5 1 oycisn 15c ogg il
4*110244 4 440976 4

G =1—%(1,2405) =1-0,31=0,69
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Za manje vrijednosti N (N < 20) koristi se normirani Ginijev koeficijent,

prema izrazu:

. G N 4
G'=— =G —— * 0,69 — =
G N_1 G’ =069~ =092

T: Iz podataka za Lorenzovu krivulju i dobivenih vrijednosti Ginijevog
koeficijenta, moze se zakljuc¢iti da su trgovacka drustva po veli¢ini
neravnomjerno rasporedena. Lorenzova krivulja pokazuje da velika trgovacka
drustva ¢ine samo 0,30% ukupnog broja aktivnih trgovacka drustva, dok
mikro trgovacka drustva c¢ine viSe od 90,64% ukupnog broja aktivnih,

(1-0,0936)*100 = 90,64% .

Ginijev koeficijent koncentracije i normirani Ginijev koeficijent pokazuju da
su aktivna trgovacka drustva u Republici Hrvatskoj prema veliCini izrazito

neravnomjerno rasporedena.
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11. KORELACIJSKA ANALIZA

Kovarijanca je polazna veliCina za mjerenje jakosti i smjera linearne
statisticke povezanosti dviju pojava. Kovarijanca je aritmeticka sredina
umnozaka odstupanja vrijednosti varijable X od njezine aritmeticke sredine i
vrijednosti  varijable Y od njezine aritmeticke sredine. Kao

deskriptivnostatisticka velicina dana je izrazom:

” :%izlil(xi —?Xyi —9):cov(X,Y)

cov (x,y) = 0, ako su jednake sve vrijednosti barem jedne varijable

cov (x,y) > O, ako postoji tendencija da iznadprosjecne vrijednosti jedne
varijable prate iznadprosjecne vrijednosti druge varijable

cov (x,y) < O, ako postoji tendencija da ispodprosjecne vrijednosti jedne

varijable prate ispodprosjecne vrijednosti druge varijable

11.1.Koeficijent jednostavne linearne korelacije

Kovarijanca pokazuje postoji li izmedu pojava kovarijacija, ali ne pokazuje
stupanj kovarijacije. Kako bi se izracunao stupanj linearne statisticke
povezanosti racuna se kovarijanca standardiziranih vrijednosti varijabli X

i Y,tzv. Pearsonov koeficijent korelacije r. Racuna se prema izrazu:

S S R 55/

Koeficijent korelacije moze se izraCunati i prema.

N NN
N;XiYi_ZXiZYi . ny—N@

_ i-L -l ili r=

e

i=1
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Korelacijskom analizom odreduju se jakosti veze. Ako je:
r = 0, medu pojavama ne postoji veza.
r = -1, veza je potpuna i negativnhog smjera.

r = +1, veza je potpuna i pozitivnhog smjera.

11.2. Spearmanov koeficijent korelacije ranga

Spearmanov koeficijent korelacije ranga (engl. Spearman's rho) mjeri smjer i
jakost povezanosti dviju rang varijabli.

Spearmanov koeficijent korelacije ranga oznacava se s rs ili p. Koristi se kada
barem jedan od skupova podataka slijedi ordinalnu ljestvicu te kada
raspodjela podataka znacajno odstupa od normalne raspodjele. On ne
postavlja uvjet linearnosti, simetricnosti i veli¢ine uzorka. Racuna se pomocu

izraza:

oS a;
r,=1-—-=

S 3

- d, =r(x)-r(y,) -1<r <1

—-Nn

d — razlika rangova varijabli

Numericke varijable potrebno je transformirati u rang varijable tako da se
najmanjoj vrijednosti varijable x pridruzi rang 1, sljedecoj 2, sve do N. Isto je
potrebno uciniti i kod varijable y.

Tumaci se kao Pearsonov koeficijent korelacije r.

Ako se u nizu nalaze vrijednosti koje su jednake po rangu, takve rangove
nazivamo vezani rangovi. Umjesto istog ranga pridruzuje se rang koji je jednak
prosjeku njihovih pozicija. Npr. ako iza ranga 6 slijede tri ista ranga (s
jednakim rezultatima) svaki od njih zauzet ce rang 8 (7+8+9 = 24/3 = 8).

Sljedeci rang zauzet ¢e rang 10.
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U slucaju da u nizu postoje vezani rangovi potrebno je izracunati korigirani

koeficijent korelacije ranga.

Za sve vezane rangove izracunava se korekturni faktor c¢f prema izrazu:

cf—m( -
12

Ako su npr. dva rezultata vezana u isti rang korigirani koeficijent
korelacije ranga racuna se prema:

[0 || Mg

I, korig. =

Ako se na istim podacima racuna r i rs rezultat ce biti isti, ali tumacenje je
razli¢ito, jer rs ne uvazava relativni polozaj pojedinog rezultata medu drugim

rezultatima (z-vrijednosti) nego uvazava razlike medu rangovima.
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12. REGRESIJSKA ANALIZA

Regresijska i korelacijska analiza ispituju ovisnost jedne varijable o drugoj
varijabli ili o viSe drugih varijabli. Iako ni regresijska ni korelacijska analiza
ne objasnjavaju uzrocno-posljedicnu vezu izmedu varijabli, nego ispituju
postoji li povezanost izmedu njih, regresijom je ipak moguce donositi
predvidanja o jednoj varijabli na temelju poznatih podataka druge varijable.
Tako je moguce ispitati povezanost izmedu materijalnog standarda
stanovnistva i uvoza, BDP i izvoza, vrijednosti proizvodnje i broja zaposlenih,
potrosnje i visine place.

Regresijski model je jednadzba ili skup jednadzbi s konac¢nim brojem
parametara i varijabli. Moze biti linearni i nelinearni.

Zavisna varijabla je varijabla y, varijabla Cije se varijacije objasnjavaju.
Nezavisne varijable su varijable x, kojima se objasSnjavaju varijacije zavisne

varijable.

12.1. Model jednostavne linearne regresije

Model jednostavne linearne regresije izrazava odnos medu dvjema
pojavama. Model sadrzi jednu zavisnu i jednu nezavisnu varijablu. Primjenjuje

se za varijable koje su u linearnom statistickom odnosu.
Opc¢i oblik modela jednostavne regresije glasi: Y = f(x) +€
fx) — funkcionalni dio modela

e — stohasticka varijabla koja odrazava nesistemske utjecaje na zavisnu

varijablu

Deskripitvno statisticka analiza modela jednostavne linearne regresije
Model jednostavne linearne regresije moze biti deterministicki i statisticki.
Deterministicki model zapisuje se izrazom: y = A+ Bx

A - zavisna varijabla

B - nezavisna varijabla

A,B — parametri populacije
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U drustvenim pojavama se nikada ili rijetko pojavljuje deterministicka
(funkcionalna) povezanost varijabla. Takva povezanost bi npr. bila kada bi
odredena placa djelatnika wuvijek rezultirala jednakom uStedevinom.
Drustvene pojave uglavnom se mogu objasniti probabilistickim (statistickim)
modelom. Pri tome jednakoj promjeni jedne varijable moze odgovarati veca ili
manja promjena druge varijable. Statisticki model zapisuje se na sljedeci

nacin: y=A+Bx+u.

u — slucajna pogreska

Slucajna pogreska obuhvaca varijable koje nisu uklju¢ene u postavljeni
model,a utjeCu na zavisnu varijablu. Slucajnu pogresku ¢ini udaljenost

originalnog para tocaka varijable x i varijable y od linije regresije.

Slika 12.1. Slucajna pogreska

y
linija regresije

slucajna pogreska

Izvor: Horvat i Mijo¢ (2014, str. 503)

Cilj regresijske analize je pronaci onaj regresijski pravac koji najbolje odgovara
danim podacima, odnosno onaj regresijski pravac kojim su minimizirane

udaljenosti svih upisanih tocaka.

Primjenom metode najmanjih kvadrata, sve tocke dijagrama trebale bi se

nalaziti na najmanjoj udaljenosti od linije regresije. Manje udaljenosti tocaka
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od linije regresije rezultiraju manjim zbrojem kvadrata pogreske te vecom

apsolutnom vrijednosti koeficijenta korelacije.

Primjenom metode najmanjih kvadrata, odnosno minimiziranjem zbroja
kvadrata rezidualnih odstupanja, dobiju se izrazi za procjenu parametara a i

b.

a=y-bx Y= izll\l y = ij\l

Konstantni ¢lan b moguce je izracunati i pomocu izraza:

b — i=1

Ngxf—(ixijz

i=1

Konstantni ¢lan a oznacava odsjecak na ordinati. Predstavlja vrijednost
regresije u slucaju kada je nezavisna varijabla jednaka nuli. Ukoliko a
rezultira negativhim predznakom, njegovo tumacenje je nesuvislo i treba ga
zanemariti. 18 Negativan predznak parametra a ne mijenja tumacenje

regresijske jednadzbe.

Regresijski koeficijent b pokazuje za koliko se linearno u prosijeku mijenja
vrijednost zavisne varijable y ako se nezavisna varijabla poveca za jedan.
Pravac koji predstavlja liniju regresije ucrtava se na temelju procijenjenih

parametara ai b.

18 Takav regresijski model slican je modelu koji ispituje odnos ponude i cijene, a koji je
matematickim rjecnikom opisao Chaing (1994, str. 37) tako da daje odgovor i graficki prikaz
za slucaj kada je presjek s okomitom osi negativan: "Kad pretpostavimo da je presjek
negativan, postizemo da krivulja ponude ima pozitivan presjek s vodoravnom osi i da pritom
zadovoljava ranije postavljeni uvjet da ne bude ponude dok cijena ne bude pozitivna i dovoljno
visoka."
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Slika 12.2. Linija regresije s procijenjenim parametrima

f‘-a + bx

b {regresijski
koeficijent)

Izvor: Horvat i Mijo¢ (2014, str. 506)
Reprezentativnost regresije

Vrijednosti regresije yza dane stvarne vrijednosti nezavisne varijable x nazivaju

se regresijskim vrijednostima. Regresijske vrijednosti odreduju se tako da se
u regresijsku jednadzbu redom uvrStavaju stvarne vrijednosti nezavisne

varijable.

regresijske vrijednosti y. =a+bx i=12..,n

Rezidualna odstupanja izracunavaju se tako da se od stvarne varijable Y;

oduzme pripadajuéa regresijska vrijednost V;. Rezidualna odstupanja su

osnova za mjerenje reprezentativnosti modela regresije.
rezidualna odstupanja U, =Y, —Y,
ili u relativnom broju, rezidualna odstupanja se racunaju prema:
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Ui e _YiTY¥i 400

Yi

Kako bi se utvrdila reprezentativnost regresije polazi se od jednadzbe analize

varijance.

Moze se pisati i u sljedecem obliku:SSyy = SSR+SSE

SSyy — ukupan zbroj kvadrata
SSR — protumaceni zbroj kvadrata

SSE - rezidualni ili neprotumaceni zbroj kvadrata

ili razvijeni izraz
N

ZZYi2 - Nyz :{aZN:yi +bZN:Xiyi - Nyz}_'_{iyf _aZN:yi _bZN:Xiyi}
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
N 2
ukupni zbroj kvadrata Y (Y, - V)
i=1

N

protumaceni zbroj kvadrata Y (¥; - )’

i=1

~ . . N
neprotumaceni zbroj kvadrata Z(y ~9,)

ili zbroj kvadrata rezidualnih odstupanja

Y; - empirijske ili stvarne vrijednosti zavisne varijable

y - aritmeticka sredina zavisne varijable

9i - regresijske vrijednosti
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Slika 12.3. Ukupna, protumacena i neprotumacena odstupanja modela

regresije

SS,, SSE

Izvor: Horvat i Mijo¢ (2014, str. 515)

Dijagram rasipanja posjeduje samo jedan pravac kojem je zbroj kvadrata

pogreske najmanja.

Zbrojevi kvadrata omogucuju izracunavanje pokazatelja reprezentativnosti
koji obuhvacaju mjere disperzije: standardnu devijaciju i koeficijent varijacije
regresije te standardniju (uobiCajeniju) mjeru reprezentativnosti kod

regresijskih modela, koeficijent determinacije.

Varijanca regresije predstavlja aritmeticku sredinu kvadrata rezidualnih

odstupanja. Racuna se prema izrazu:

Standardna devijacija regresije interpretira se kao prosjecno odstupanje
empirijskih vrijednosti od regresijskih izrazenih u apsolutnim jedinicama.

Standardna devijacija regresije racuna se prema izrazu:
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Moze se racunati i pomocu izraza:

N N N
Z‘,yi2 _aZYi _bzxiyi
— i=1 i i=1

_ i=1
Oy

Koeficijent varijacije regresije je odstupanje empirijskih vrijednosti od
regresijskih izrazeno u relativnom broju.

o
.o .o .o .o -~ . y
Koeficijent varijacije regresije racuna se prema izrazu: V= _7 100

Koeficijent determinacije izracunava se pomocu izraza:

N N
Yy, +bY xy, — Ny’ N
__i=l i=1 ,OSI’Z <1 ili rr=-r——-0<r<1

Model regresije je reprezentativniji Sto se koeficijent determinacije viSe

priblizava jedinici.

Drugi korijen iz koeficijenta linearne determinacije daje koeficijent linearne
korelacije koji utvrduje jakost i smjer veze, a predznak mu je isti kao i

regresijskog koeficijenta b.

r:J_rx/r2 -1<r<1
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Tablica 12.1. Raspon

koeficijenta determinacije i koeficijenta korelacije s

tumacenjem
koeficijent determinacije koeficijent linearne korelacije tumacenje
r? r
1 -1 potpuna negativna korelacija
1-0,49 -1 - -0,7 shazna negativna korelacija
0,49 — 0,09 -0,7 - -0,3 umjerena negativna korelacija
0,09-0 -0,3 -0 slaba negativna korelacija
0 0 odsutnost korelacije
0,00 - 0,09 0- 0,3 slaba pozitivha korelacija
0,09 - 0,49 0,3-0,7 umjerena pozitivna korelacija
049-1 0,7-1 snhazna pozitivha korelacija
1 1 potpuna pozitivha korelacija

Primjer 12.1. Izracunavanje koeficijenta determinacije, koeficijenta korelacije
i pokazatelja varijabilnosti, linearne regresijske jednadzbe - jednostavna

linearna regresija

Slijedeci iskustva iz gospodarske prakse, pretpostavlja se da izmedu varijabli
ukupne bruto proizvodnje elektricne energije i izvoza elektricne energije u
GWh,te izmedu varijabli finalne potrosnje elektricne energije i uvoza elektricne
energije,postoji linearna statisticka veza. Podaci o proizvodnji, potrosnji, uvozu
i izvozu elektricne energije odnose se na Republiku Hrvatsku u razdoblju od
2002. do 2010. godine. Kako bi se utvrdilo postoji li veza izmedu navedenih
varijabli i kojeg je smjera, primijenjen je model jednostavne linearne regresije.
Parovi vrijednosti varijabli prikazani su u dvije tablice, gdje je x nezavisna, a y
zavisna varijabla. Ukoliko bi se varijable zamijenile, rezultat bi se promijenio
jedino u dijelu mjera disperzije. Nakon ispitanih odnosa izmedu prikazanih
varijabli, u tablici 11.3. dani su rezultati nereprezentativnog, a u tablici 11.4.

reprezentativnog modela jednostavne linearne regresije.
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Tablica 12.2. Ukupna bruto proizvodnja elektricne energije i izvoz elektricne
energije Republike Hrvatske od 2002. do

2010. godine u GWh

Izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske 2012., str. 303., URL

Ukupna bruto Izvoz el.
proizvodnja el. energije Regresijske
Godina | energije u GWh u GWh vrijednosti
Xi Vi Xi2 XiYi yi2 yi= a +bx;
2002. 12.725 792 161.925.625 10.078.200 627.264 2.192,74
2003. 13.248 1.142 175.509.504 15.129.216 1.304.164 2.367,46
2004. 13.976 2.296 195.328.576 32.088.896 5.271.616 2.610,67
2005. 13.140 4.323 172.659.600 56.804.220 18.688.329 2.331,38
2006. 13.037 3.306 169.963.369 43.100.322 10.929.636 2.296,97
2007. 12.462 1.948 155.301.444 24.275.976 3.794.704 2.104,87
2008. 12.616 2.140 159.163.456 26.998.240 4.579.600 2.156,32
2009. 13.149 2.578 172.896.201 33.898.122 6.646.084 2.334,39
2010. 14.669 2.712 215.179.561 39.782.328 7.354.944 2.842,19
Ukupno 119.022 21.237 | 1.577.927.336 282.155.520 59.196.341 21.237,00
Rezidualna
odstupanja
Ui = y-¥i Xi-X yi-y (xi-x)? (yi-9)? (xi-x)-(¥i-9)
-1.400,74 -499,67 -1.567,67 249.666,78 | 2.457.578,78 783.310,78
-1.225,46 23,33 -1.217,67 544,44 | 1.482.712,11 -28.412,22
-314,67 751,33 -63,67 564.501,78 4.053,44 -47.834,89
1.991,62 -84,67 1.963,33 7.168,44 | 3.854.677,78 -166.228,89
1.009,03 -187,67 946,33 35.218,78 895.546,78 -177.595,22
-156,87 -762,67 -411,67 581.660,44 169.469,44 313.964,44
-16,32 -608,67 -219,67 370.475,11 48.253,44 133.703,78
243,61 -75,67 218,33 5.725,44 47.669,44 -16.520,56
-130,19 | 1444,33 352,33 2.086.098,78 124.138,78 508.886,78
Ukupno 0,00 0,00 0,00 3.901.060,00 | 9.084.100,00 1.303.274,00
Rezultati
X 13.224,67 GWh
y 2.359,67 GWh
a -2.057,37 GWh
b 0,334 GWh
gy 980,29 GWh
Vy 41,54%
r2 0,0479
r 0,2189

Rezultati ispod tablice pokazuju izracunate parametre koji opisuju model

jednostavne linearne regresije.

I

119022

2
N
2

X
Yi

21237

7N

=13.224,67

=2.359,67
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Izracunati parametri a i b potrebni su za tumacenje regresijske jednadzbe.

_ in Yi —NXy  282.155520-9-13.224,67-2.359,67 1.302.806,47 _
inz —nx? 1.577.927.336—9-13.224,67° 3.900.266,52

a=y-bx=235967-0,334-13.224,67 = -2.057,37

b 0,334

Linearna regresijska jednadzba glasi:

y =a+bx

y =-2.057,37+0,334x

T:a — konstantni ¢lan: nema smisleno tumacenje, buduci da mu je predznak
negativan.

b — regresijski koeficijent: ako se ukupna bruto proizvodnja elektricne energije

poveca za 1 GWh tada ce se izvoz elektricne energije povecati za 0,334 GWh.

Regresijske vrijednosti izracunate su tako da su u regresijsku jednadzbu
uvrStene stvarne vrijednosti nezavisne varijable. Rezultati su prikazani u
tablici.

T: Pri proizvodnji elektri¢ne energije od 13.976GWh ocekivani izvoz elektricne

energije je 2.367,46GWh.

Rezidualna odstupanja izracunata se tako da su od stvarne varijable Y;

oduzete pripadajuce regresijske vrijednosti ;.

T: Na razini proizvodnje 13.976 GWh elektricne energije prema regresiji izvoz
iznosi 2.610,67 GWh, a zabiljezen izvoz na toj razini proizvodnje, koja je
ostvarena 2004. godine, iznosi 2.296 GWh. Prema regresiji za 2004. godinu

precijenjen je izvoz elektricne energije za 314,67GWh ili za 2,25%.

Ui = YiY¥i 400
T —31487 1 00— _2,25%
' 13.976
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T: Kao Sto prikazuju rezultati ispod tablice 12.2. vrijednosti pokazatelja
varijabilnosti;varijanca, standardna devijacija o i varijanca V, pokazuju

izrazeno prosjecno i postotno odstupanje stvarnih vrijednosti od regresijskih.

T: Prosjecno odstupanje empirijskih vrijednosti prometa od regresijskih
vrijednosti iznosi 980,29 GWh ili u relativhom iznosu 41,54%. Varijabilnost

podataka unutar modela je velika.

Jednadzba analize varijance:

9.084.100 = 435.400,41+ 8.648.699,51
SS,, = SSR+ SSE

SSR 43540041
SS,  9.084.100

vy

0,0479

Koeficijent determinacije iznosir® =

T: Vrijednost koeficijenta determinacije r?koji je blizu 0, pokazuje da je
proporcija protumacenog zbroja kvadrata u ukupnom zbroju kvadrata
odstupanja mala. Zbog toga je model prikazan u tablici 12.3.

nereprezentativan.

Koeficijent linearne korelacije I =+/0,0479 =0,2189

ili
D xy—Nxy
r=
—2 —2
e -nx oy -ny)
282155520 9-13.224,67 - 2.359,67 282155520~ 280.852.71353

r=

JL577.927.336-9-13.224,67% ). (59.196.341-9 - 2.359,67? ) /(1.577.927.336 ~ 1.574.027.069,48)- (59.196.341-50.112.382,58)

. 1.302.806,47 _ 02189
|/(3.900.266,52)-(9.083.958,42)
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ili

1.303.274
9 144.808,22 144.808,22

\/3.901.060 . \/9.084.100 B \/433.45111-/1.009.344,44 ~ 65837-1.004,66
9 9

=0,2189

T: Linearnom regresijskom vezom protumaceno je 21,89% svih odstupanja. Na
temelju toga moze se zakljuciti da model nije reprezentativan. Izracunati
Pearsonov koeficijent korelacije (0,2189)pokazuje pozitivnu, ali slabu korelaciju
izmedu varijable x i y, odnosno izmedu ukupne bruto proizvodnje elektricne

energije i izvoza elektricne energije.
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Tablica 12.3. Finalna potrosnja elektricne energije i uvoz elektricne energije

Republike Hrvatske od 2002. do 2010. godine u GWh

Izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske 2012., str. 303., URL

Finalna potroSnja | Uvoz el.
el. energije u energije Regresijske
Godina | GWh u GWh vrijednosti
Xi Vi Xi? Xii yi2 i = a +bxi
2002. 13.132 3.923 172.449.424 51.516.836 15.389.929 4.515,74
2003. 13.416 4.499 179.989.056 60.358.584 20.241.001 4.855,06
2004. 14.163 5.339 200.590.569 75.616.257 28.504.921 5.747,57
2005. 14.923 8.802 222.695.929 131.352.246 77.475.204 6.655,62
2006. 15.512 8.374 240.622.144 129.897.488 70.123.876 7.359,35
2007. 15.831 7.926 250.620.561 125.476.506 62.821.476 7.740,49
2008. 16.545 8.249 273.737.025 136.479.705 68.046.001 8.593,58
2009. 15.915 7.651 253.287.225 121.765.665 58.537.801 7.840,86
2010. 16.248 6.784 263.997.504 110.226.432 46.022.656 8.238,72
Ukupno 135.685 61.547 | 2.057.989.437 942.689.719 447.162.865 61.547,00
Rezidualna
odstupanja
Ui = y-yi Xi-X yi-y (x-x)? (y-9)° (xi-x)-(y-Y)
-592,74 | -1.944,11 -2.915,56 | 3.779.568,01 8.500.464,20 5.668.163,95
-356,06 | -1.660,11 -2.339,56 | 2.755.968,90 5.473.520,20 3.883.922,17
-408,57 -913,11 -1.499,56 833.771,90 2.248.666,86 1.369.260,84
2.146,38 -153,11 1.963,44 23.443,01 3.855.114,09 -300.625,16
1.014,65 435,89 1.535,44 189.999,12 2.357.589,64 669.283,17
185,51 754,89 1.087,44 569.857,23 1.182.535,42 820.899,73
-344,58 | 1.468,89 1.410,44 | 2.157.634,57 1.989.353,53 2.071.786,17
-189,86 838,89 812,44 703.734,57 660.065,98 681.550,62
-1.454,72 | 1.171,89 -54,56 | 1.373.323,57 2.976,31 -63.933,05
Ukupno 0,00 0,00 0,00 | 12.387.300,89 26.270.286,22 | 14.800.308,44
Rezultati
x 15.076,11 GWh
y 6.838,56 GWh
a -11.174,33
b 1,195 GWh
Oy 976,78 GWh
Vy 14,28%
r? 0,6731
r 0,8204

T: Kao Sto je prikazano u tablici niske vrijednosti pokazatelja varijabilnosti;

standardna devijacija o i varijanca V, pokazuju da je prosjecno odstupanje

(978,78 GWh) i

regresijskih malo.

postotno odstupanje

(14,25%)

stvarnih vrijednosti

od
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T: Vrijednost koeficijenta determinacije r2koji je blize 1 nego O pokazuje da je
proporcija protumacenog zbroja kvadrata u ukupnom zbroju kvadrata
odstupanja velika. Zbog toga je model u tablici 12.3. reprezentativan.
Koeficijent determinacije 0,6731 pokazuje da je 67,31% varijacija koli¢ine
uvoza elektricne energije rezultat varijacija finalne potrosSnje, a 32,69%

varijacija u koli€ini uvoza rezultat je pogreSke modela.

T: Pearsonov koeficijent korelacije (0,8204) pokazuje jaku i pozitivnu korelaciju

izmedu finalne potroSnja elektricne energije i uvoza elektricne energije.
Model regresije y=-11.174,33+1195x

pokazuje da s povecanjem 1 GWh finalne potroSnje elektricne energije uvoz

elektricne energije raste za 1,195 GWh.

Primjer 12.2. Razdvajanje troSkova metodom najmanjih kvadrata
Metoda najmanjih kvadrata cesto je koriStena u poslovnoj praksi. Tako je

prikladna za razdvajanje troskova na stalne (fiksne) i promjenjive (varijabilne).

U tablici 12.4. dani su podaci o proizvodnji u obiteljskom poljopriviednom
gospodarstvu (OPG) Gama i pripadajuc¢im ukupnim troskovima na odredenoj
razini proizvodnje. Potrebno je odrediti koliki su stalni, a koliki promjenjivi
troSkovi te predvidjeti ukupni troSak pri promjeni opsega proizvodnje od 400

tona proizvoda. To omogucuje model jednostavne linearne regresije.
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Tablica 12.4. Razina proizvodnje OPG-a Gama s pripadajuc¢im ukupnim

troSkovima

Razdoblje Proizvodnja Q, u't Troskovi T, u 000 kn Q*T Q2
Xi Vi XiYi XiZ

1. 254 538 136.652 64.516

2. 278 583 162.074 77.284

3. 305 602 183.610 93.025

4. 362 725 262.450 131.044

5. 384 739 283.776 147.456

6. 395 804 317.580 156.025

7. 365 758 276.670 133.225

8. 310 641 198.710 96.100

9. 420 759 318.780 176.400

10. 361 684 246.924 130.321

Ukupno 3.434 6.833 2.387.226 1.205.396

Izvor: Radman-Funari¢ i Babler (2013)

Ukupni trosak u OPG-a Gama predstavlja zbroj ukupnog stalnog i ukupnog

promjenjivog troSka, a izracunava se pomocu jednadzbe pravca regresije,

prema izrazu: T = Ts+ Tp, gdje je:

T — ukupni trosak

Ts — stalni troSak

Tp — promjenjivi troSak

Stalni dio ukupnih troSkova predstavlja odsjecak na ordinati pravca

regresije 1 izracunava se prema izrazu:

Ts =-

N
-1

X’

N
Yi _in

i=1 i

XiYi

N
-1

z[LPM=

N x2 —

)

PADE

N
i=1

'[‘

=a

Promjenjivi (prosjecni proporcionalni) troSak

(tp) predstavlja nagib,

odnosno koeficijent smjera pravca regresije i izrazava se prema izrazu:
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U radnoj tablici 12.4. prikazan je postupak razdvajanja troSkova na temelju
podataka o opsegu proizvodnje i troSkovima. Izracunat je umnozak opsega
proizvodnje i troSkova za sva razdoblja te je kvadriran opseg proizvodnje
svakog razdoblja. Dijagramom rasipanja prikazanom u grafikonu 12.1.,
utvrdeno je da izmedu opsega proizvodnje i utvrdenih troSkova postoji linearna

pozitivna korelacija.

Ukupni stalni troSak iznosi 148.074 kuna, prema:

* _ *
Ts = 1.205.396*6.833—-3.434*2.387.226 _ 38.736.784 148074

10*1.205.396—3.434° 261.604

Ukupni promjenjivi troSak je razlika izmedu ukupnog troska i ukupnog
stalnog troska: Tp = T- Ts

Prosjek ukupnog troSka za navedena razdoblja izracunava se dijeljenjem
ukupnog troSka svih razdoblja s brojem promatranih razdoblja i iznosi

683.300 kn (o= 6.833.000 kn/10).
Tp =683.300—-148.074 = 535.226kn

Prosjecni opseg proizvodnje izracunava se dijeljenjem opsega proizvodnje Q s
brojem promatranih razdoblja (oo = 3434 tona/10 promatranih razdoblja) te

iznosi 343,4 tone
Prosjecni promjenjivi troSak za navedena razdoblja izracunava se dijeljenjem
ukupnog promjenjivog troSka s prosjecnim opsegom proizvodnje (oTp =

535.226 kn/343,4 tone) i iznosi 1.558,61 kn po toni.

Isti iznos prosjecnog promjenjivog troSka dobije se prema prikazanom izrazu:

~ 10-2.387.226-3.434-6.833  407.738

= =1,55861
10-1.205.396 — 3434? 261.604

Dobiveni podaci o stalnom i prosjecnom promjenjivom troSku omogucuju

postavljanje opce jednadzbe ukupnih troSkova u OPG-u Gama koja glasi:
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T =148.074+1.558,61x

Jednadzba omogucuje predvidanje ukupnog troSka pri promjeni opsega
proizvodnje. Tako se predvida da ce pri razini proizvodnje od 400 tona

proizvoda, ukupni trosak iznositi771.673,19 kn.

T =14822919+1.55861*400=771.67319%n

Grafikon 12.1. Razina proizvodnje OPG-a Gama s pripadajuc¢im ukupnim
troskovima
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Izvor: Radman-Funari¢ i Babler (2013)
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12.2. Model viSestruke linearne regresije

Modelom viSestruke regresije (multiple regresije)izrazava se ovisnost jedne

varijable o viSe drugih varijabli.

Analiza modela viSestruke linearne regresije
Prvi korak u analizi modela viSestruke linearne regresije sastoji se u
utvrdivanju njegova oblika te svojstava varijabli i parametara, a zatim se

izraCunavaju parametri koji omogucuju tumacenje modela.

Opc¢i linearni regresijski model osnovnog skupa (populacije) ima sljedeci oblik:

Y, =oz+,lel+,BZX2+...+ﬂ’jxj +..+ LB X +E

Za izracunavanje parametra najcesce se koristi metoda najmanjeg kvadrata.
O — konstantni ¢lan — predstavlja vrijednost regresije kada su nezavisne

varijable jednake O.
B j— regresijski koeficijent — pokazuje za koliko se u prosjeku mijenja zavisna

varijabla ako se nezavisna varijabla x poveca za jedan, uz uvjet da ostale
nezavisne varijable ostanu nepromijenjene.

e — slucajna varijabla — pogreska relacije

Varijanca, standardna devijacija i koeficijent varijacije omogucuju prosudbu
stupnja disperzije oko regresijske ravnine. U sklopu deskriptivne statistike

dobivaju se pomocu izraza:

> (-5

2 i

Oy =T
. yi _azyi _ﬂzxilyi _"'_ﬂkZXiKyi ili o = |o?
O-\f —1/d=L i=1 i=1 i=1 y y
n
O,
V, =—=--100
y
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Primjer 12.3. Izracunavanje jednadzbe viSestruke linearne regresije

Model visestruke linearne regresije proveden je kako bi se provjerilo utjece li
ukupna bruto proizvodnja i finalna potrosSnja elektricne energije, kao nezavisne
varijable, na uvoz elektricne energije kao zavisnu varijablu. Za analizu su

posluzili podaci iz tablice 12.5.

Tablica 12.5. Ukupna bruto proizvodnja, finalna potroSnja i uvoz elektri¢ne
energije Republike Hrvatske od 2002. do 2010. godine u GWh

Ukupna bruto Finalna potroSnja

proizvodnja elektricne elektricne energije | Uvoz elektricne
Godina | energije u GWh u GWh energije u GWh

Xi Xi Yi

2002. 12.725 13.132 3.923
2003. 13.248 13.416 4.499
2004. 13.976 14.163 5.339
2005. 13.140 14.923 8.802
2006. 13.037 15.512 8.374
2007. 12.462 15.831 7.926
2008. 12.616 16.545 8.249
20009. 13.149 15.915 7.651
2010. 14.669 16.248 6.784

Izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske 2012., Drzavni zavod za statistiku, str. 303.

Pri analizi polazi se od linearnog regresijskog modela osnovnog skupa za n

vrijednosti:

Vi =+ Xy + BoXip + B Xy ot B X +6,1=12,..,n
Procjene parametara a, 1 i 2 rade se metodom najmanjih kvadrata, to jest
procjena parametara rjeSenje je sustava od tri linearne jednadzbe s tri
nepoznanice, buduci da su u analizi dvije nezavisne varijable, K=2.

RjeSenjem jednadzbe dobiveni su ovi parametri:

a=3.240,05 B = -0,6197 B2=1,2216
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Regresijski model s izracunatim parametrima glasi:

§ =3.240,05—0,6197x, +1,2216x,

Regresijska jednadzba, a time i procjene parametara isti su analiziraju 1i se

podaci sa stajaliSta deskriptivne ili inferencijalne statistike.

T: Dobiveni rezultat pokazuje da se uvoz elektri¢ne energije smanjuje za 0,6197
GWh, ako se ukupna bruto proizvodnja elektricne energije u Hrvatskoj poveca
za 1Gwh, uz nepromijenjenu finalnu potroSnju. Uvoz elektricne energije
povecava se za 1,2216 GWh, ako se finalna potroSnja elektricne energije poveca
za 1GWh, uz nepromijenjenu proizvodnju.

Konstantni ¢lan je 3.240,05 i nema smisleno tumacenje.
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13. VREMENSKI NIZOVI

Vremenski niz je skup kronoloski uredenih istovrsnih podataka. Podaci u
vremenskom nizu analiziraju se u uzastopnim vremenskim intervalima ili
istim vremenskim razmacima izmedu trenutaka u kojima je pojava mjerena.
Vremenski niz nastaje grupiranjem statistickih jedinica prema vremenskom
obiljezju. Namjena analize vremenskih nizova je promatrati vremenski razvoj
pojava, traziti njihove zakonitosti i predvidati njihov razvoj.
U analizi vremenskih nizova vrijeme je nezavisna varijabla x, a velicina
promatrane pojave zavisna varijabla y. Zadatak dinamicke analize je ispitati
promjene pojava kao funkciju vremena, odnosno otkriti pravilnosti i
zakonitosti koje se ocituju u varijaciji pojava tijekom vremena.

y="f(t)
U vremenskom nizu statisticke jedinice oznacavaju se s Y, ¢ = 1,..., N.
Vremenska jedinica moze biti: 1 godina, 1 sekunda, 1 dan, 1 sat, 1
petogodiSnje razdoblje. Razdoblje je Siri pojam od vremenske jedinice i
predstavlja skup vremenskih jedinica, npr. razdoblje od 2000. do 2005. godine
odnosi se na 2000., 2001., do ukljucivo 2005. godine.
Frekvencije vremenskog niza nuzno moraju biti usporedive, Sto znaci da se
tijekom Ccitavog promatranog razdoblja pojmovna i prostorna definicija ne

smije mijenjati.
Vremenski nizovi mogu biti intervalni i trenutacni.

Intervalni vremenski niz nastaje zbrajanjem vrijednosti pojave tijekom
promatranog vremenskog intervala, npr. godiSnji prihod poduzeca, godiSnja
koli¢ina proizvedenih proizvoda, mjeseCne obveze poreza, ostvarena dobit po
kvartalima, dnevni promet u maloprodaji. Analiza vremenskih nizova moguca
je jedino uz jednake vremenske intervale promatranja. Ako su vremenska
razdoblja razliCita, potrebno je korigirati frekvencije kako bi nastali podaci za
jednaka razdoblja.

Intervalni vremenski niz ima svojstvo kumulativnosti, jer svaki kumulativ u

kumulativnhom nizu ima smisleno znacenje.
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Trenutacni vremenski niz nastaje kronoloskim uredivanjem vrijednosti koje
predstavljaju stanja pojave u odabranim vremenskim trenutcima, npr. stanje
novcanih sredstava na deviznom racunu, broj nezaposlenih na dan 30. lipnja
2017. godine, cijena dionice na kraju dana. Trenutacni vremenski niz nema
svojstvo kumulativnosti, jer kumulativ u kumulativnom nizu nema smisleno
znacenje, odnosno zbroj frekvencija mjerenih u odredenim trenucima ne

predstavlja vrijednost koju je moguce objasniti.

13.1.Graficko prikazivanje vremenskih nizova

Intervalni nizovi prikazuju se povrsinskim i linijskim grafikonima, a trenutacni
nizovi samo linijskim grafikonima. Prikazuju se u pravokutnom koordinatnom

sustavu s aritmetickim mjerilima na osima.

Na apscisu se unosi mjerilo za varijablu vremena, a na ordinatu frekvencije
vremenskog niza.

Ako se ne raspolaze podacima za dio razdoblja, kod linijskih grafikona je radi
preglednosti moguce izostaviti dio mjerila na osi apscisa (okomiti prekid

grafikona) ili na osi ordinata (vodoravni prekid grafikona).

Povrsinski grafikon je vrsta grafickog prikaza u kojem se stupac podize iznad
baze odredene vremenske jedinice do visine koja je odredena frekvencijom

vremenskog niza.

Linijski grafikon je vrsta grafickog prikaza koji predstavlja liniju dobivenu
spajanjem tocaka pri cemu je svaka tocka na grafikonu podignuta nad sredinu
vremenske jedinice (ako je vremenski niz intervalni), odnosno iznad onog
mjesta na apscisi koje se odnosi na trenutak kada je pojava snimljena (ako je
vremenski niz trenutacni), do visine koja je odredena frekvencijom

vremenskog niza.
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Primjer 13.1. Prikaz intervalnog vremenskog niza povrSinskim i linijskim
grafikonom

Grafikon 13.1. PovrSinski grafikon — Grafikon 13.2. Linijski grafikon
dijagram jednostavnih uspravnih
stupaca
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Polulogaritamski grafikon koristi se ako se na istom grafikonu usporeduju
raznorodni podaci (nizovi izrazeni u razliCitim mjernim jedinicama). To je
grafikon sa aritmetickim mjerilom na osi apscisa, a logaritamskim na osi

ordinata.

Pri grafickoj usporedbi viSe vremenskih nizova na istom grafikonu, uglavnom
se koriste zajednicke koordinatne osi koje se moraju odnositi na ista
vremenska razdoblja i biti izrazena u istim mjernim jedinicama na priblizno
istoj vrijednosnoj razini. PovrSinski grafikoni koji se koriste za prikazivanje
viSe vremenskih nizova su grafikon viSestrukih stupaca (grafikon 13.3.) i

grafikon strukturnih stupaca (grafikon 13.4.).
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Primjer 13.2. Grafikon viSestrukih stupaca i grafikon strukturnih stupaca

kojima su prikazani vremenski nizovi

Grafikon 13.3. Investicije u zastitu okoliSa, tekuci izdaci za zaStitu okoliSa te
prihodi od djelatnosti povezanih sa zastitom okoliSa, u razdoblju od 2004. do
2011. godine, u tisucama kuna
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O Investicije u zaStitu okoliSa B Tekudi izdaci za za$titu okoliSa

O Prihodi od djelatnosti povezanih sa zastitom okoliSa

Izvor: Investicije u zastitu okoli§a, Priopéenje, Drzavni zavod za statistiku, 2004., 2005., 2006.,

2007., 2008., 2009., 2010. i 2011.
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Grafikon 13.4. Struktura izvora sredstava za investicije u integrirane
tehnologije, u %
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Investicije u zastitu okoli§a, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011., prema
Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

Vremenski niz moze se prikladno prikazati i polarnim dijagramom. Polarni
dijagram ima specifican oblik i podsjeca na paukovu mrezu. Naziva se i radar-
dijagram (engl. radar chart). To je vrsta linijskoga dijagrama, gdje se krivulja

ne ucrtava u pravokutni, ve¢ u polarni koordinatni sustav (grafikon 13.5)
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Primjer 13.3. Vremenski niz prikazan polarnim dijagramom

Grafikon 13.5. Iznos sredstava za investicije u razdoblju od 2004. do 2011.

godine, u tisucama kuna
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Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011., prema
Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

13.2. Pokazatelji dinamike vremenskih nizova

Pokazatelji dinamike vremenskih nizova dijele se na apsolutne i relativne.
Apsolutnim pokazateljima analizira se dinamika istorodnih vremenskih

nizova, a relativnim pokazateljima dinamika raznorodnih vremenskih nizova.

13.2.1. Apsolutni pokazatelji dinamike vremenskih nizova

Pojedinacna apsolutna stopa promjene pokazuje apsolutnu vrijednosnu
promjenu pojave u odnosu na prethodno razdoblje ili trenutak, ili u odnosu
na definirano bazno razdoblje ili trenutak.

Ukoliko se utvrduje apsolutna promjena pojave u odnosu na prethodno

razdoblje, racuna se prema izrazu:

AY, =Y, — VY4 t=12..,n
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A- operator diferencije

y — vremenski niz

t — vremensko razdoblje

yt — pojava promatran u t razdoblju

Moguce je izracunati n-1 pojedinacnih apsolutnih mjera promjene.

Ukoliko se utvrduje apsolutna promjena pojave u odnosu na bazno razdoblje,

racuna se prema izrazu:

AY, =Y, —Y, t=12,...,n

b - bazno vremensko razdoblje

yb — pojava promatran u baznom razdoblju

Bazno razdoblje moguce je izabrati proizvoljno. Vrijednosti u vremenskom
nizu moguce je usporediti i s prosjecnom vrijednosti ili prognoziranom

vrijednosti niza.

Primjer 13.4. Izracunavanje apsolutnih stopa promjene

Tablica 13.1. Investicije u zastitu okoliSa u razdoblju od 2004. do 2011.
odine

Investicije u zastitu
Godina okolisa (u 000 kuna) Pojedinaéna apsolutna stopa promjene Ayt
X y VY1 yt-Yo»

2004. 1.311.648 = -806.826
2005. 1.460.596 148.948 -657.878
2006. 1.766.631 306.035 -351.843
2007. 2.900.798 1.134.167 782.324
2008. 2.316.500 -584.298 198.026
20009. 2.130.107 -186.393 11.633
2010. 2.232.283 102.176 113.809
2011. 2.829.231 596.948 710.757

Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011., prema
Radman-Funari¢ i Kurtagié¢ (2013)

)y, — prosjecne investicije u zastitu okolisSa u razdoblju od 2004. do 2005. godine iznose
2.118.474.000 kuna.

T: Investicije u zastitu okoliSa 2005. godine vece su za 148.948.000 kuna u

odnosu na prethodno razdoblje, odnosno u odnosu na 2004. godinu.
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T: Investicije u zasStitu okoliSa 2005. godine manje su za 657.878.000 kuna u
odnosu na prosjecne investicije u zastitu okoliSa u razdoblju od 2004. do

2011. godine.

13.2.2. Relativni pokazatelji dinamike vremenskih nizova

Relativni pokazatelji dinamike primjenjuju se u analizi raznorodnih
vremenskih nizova. Relativni pokazatelji dinamike su koeficijent dinamike,

verizni indeks, pojedinacna stopa promjene te prosjecna stopa promjene.

13.2.2. 1. Koeficijent dinamike

Koeficijent dinamike vremenskog niza je kvocijent uzastopnih frekvencija
promatrane pojave:

Y

V, =
Yia

Koeficijent dinamike uvijek je pozitivan broj. Ukoliko je koeficijent dinamike
veci od 1, pokazuje povecanje pojave u odnosu na prethodno razdoblje, a

ukoliko je manji od 1, pokazuje smanjenje pojave.

Primjer 13.5. Izracun koeficijenta dinamike

Tablica 13.2. Tekudi izdaci za zasStitu okoliSa u razdoblju od 2004. do 2011.
odine, u milijjunima kuna

Godina 2004. 2005. | 2006. | 2007. 2008. 2009. 2010. 2011.

Tekudi izdaci za zastitu
okolisa 1.467 2.123 | 1.539 | 1.689 1.363 1.483 1.447 1.921
Vi - 1,447 | 0,725 | 1,097 0,807 1,088 0,976 1,328

Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011., prema
Radman-Funari¢ i Kurtagié¢ (2013)

13.2.2.2. Pojedinacna stopa promjene

Pojedinacna stopa promjene primjenjuje se u analizi raznorodnih vremenskih

nizova, a izracunava se pomocu izraza:

s, =2 —Y=.100 s, =2t 100 S =1,-100
yt—l yt—l 124



ili ili

Kao i pojedinacna apsolutna stopa promjene,pojedinacna stopa promjene
moze biti jednaka nuli, manja ili veca od nule. Prikazuje se stupcima (ili
linijskim grafikonom) pri c¢emu visine stupaca predstavljaju relativhu

promjenu prema prethodnom razdoblju.

Primjer 13.6. Izracun pojedinacne stope promjene

Tablica 13.3. Tekudi izdatci za zastitu okoliSa u razdoblju od 2004. do 2011.
odine, u milijjunima kuna

Godina 2004. 2005. 2006. 2007. 2008. 20009. 2010. 2011.
Tekuéi izdatci za

zastitu okolisa 1.467 2.123 1.539 1.689 1.363 1.483 1.447 1.921

Avy - 656 -584 150 -326 120 -36 1,328

St 4472 | -27,51 9,75 -19,30 8,80 -2,43 0,09

Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011., prema
Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

T: Tekuci izdaci za zastitu okoliSa u 2006. godini manji su za 27,51% u odnosu
na izdatke u 2005. godini, a 2007. veci za 9,75% u odnosu na izdatke u 2006.

godini.

13.2.2.3. Prosjecna stopa promjene

Prosjecna stopa promjene izracunava se pomocu geometrijske sredine
koeficijenta dinamike. Koeficijenti dinamike su uvijek pozivni brojevi, za

razliku od pojedinac¢nih stopa promjene. Racuna se pomocu izraza:

G ="z Vo, e:nv/ﬁ.ﬁ....._yn _ Yo togg = 109Y. —logy,
Yi Y Yna Y1 n—1

Prosjecna stopa promjene izracCunava se pomocu izraza:

s=(G-1)-100 g:(n_l/h_lj.loo
Y1

Umjesto originalnih frekvencija vremenskog niza moguce je prosjecnu stopu

promjene izracunati pomocu indeksa na stalnoj bazi, neovisno o baznom
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razdoblju za koje su izracunati, jer su bazni indeksi upravno proporcionalni

originalnim frekvencijama vremenskog niza.

Primjer 13.7. Izracunavanje prosjecne stope promjene prema podacima iz

tablice 13.3.
G= 8—17'%' =103927
1467

s= (8‘1/ iig; —1J 1100=(3/1,309475-1)*100 = (1,03927—1)-100 = 3,93%

T: Tekuci izdaci za zaStitu okoliSa u razdoblju od 2004. do 2011. godine u
prosjeku su se povecavali 3,93% godiSnje.

U ovom primjeru uocljiv je nedostatak prosjecne stope promjene. Prosjecna
stopa promjene je pogodna za primjenu u vremenskim nizovima koji nemaju
oscilacije u frekvencijama tijekom analiziranog vremenskog razdoblja, Sto u

ovom primjeru nije slucaj.

Pomocu geometrijske sredine moguce je prognozirati razvoj pojave u buducim
razdobljima za nizove koji se ponaSaju po geometrijskoj progresiji (npr.
globalni porast stanovniStva) ili digresiji (npr. regionalni pad broja
stanovnika).

Geometrijsku sredinu je potrebno izracunati kao u prethodnom primjeru
koristeci originalne vrijednosti vremenskog niza. Nakon toga se izracunava
razina pojave u buducem razdoblju, uz pretpostavku nepromijenjenih uvjeta,

prema izrazu:

_logy,
X=—=
logG

x — razdoblje za koje se racuna pretpostavljena veli¢ina pojave yp

yp — pretpostavljena veli¢ina pojave
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Primjer 13.8. Prognoziranje kada ce se tekuci izdaci za zaStitu okoliSa u

Hrvatskoj utrostruciti

logG =10g1,03927=0,016728

ili

logG = logy,—logy, 109g1921-1l0og1467 3,2835-3,1664

=0,0167
n—-1 7 7

log3 00,4771

0,0167 0,0167

T: Ako zanemarimo da je u kretanju tekucih izdataka za zastitu okoliSa u
razdoblju od 2004. do 2011. godine bilo oscilacija, mozemo pretpostaviti da ce
se oni utrostruciti za 28,57 godina. Buduci da je prognosticki podatak

izracunat prema podacima do 2011. godine to utrostrucenje moze se ocekivati

2039. godine.
Primjer 13.9. Prognoziranje vrijednosti tekucih izdataka za 28,57 godina

Ukoliko se prognozira vrijednost pojave u nekoj vremenskoj tocki u

buducnosti koristi se izraz:

Fo.e =Y, -G*

n+7z

Fn+ — ocekivana vrijednost pojave nakon t razdoblja
T (Cit. tau) — broj razdoblja ili vremenskih tocaka unaprijed za koje se
prognozira vrijednost pojave

n - duljina vremenskog niza

Faot1.o867g =1.921-1,03927%%%" =1.921.3,00559=5.773,74

T: Ako se vrijednost tekucih izdataka za zastitu okoliSa nastave kretati po istoj

prosjecnoj stopi, za 28,57 godina (2039. godine)iznositi ¢e 5.773,74 milijuna
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kuna. Kao Sto je opisano u primjeru 13.8. vrijednost izdataka ce se utrostruciti
(1.921 - 3 =5.763) za 28,57 godina. 19

Frou 1o =1.921-1,03927'° =1.921.1,46989= 2.823,66

T: Ako se vrijednost tekucih izdataka za zaStitu okoliSa nastave kretati po istoj
prosjecnoj stopi, za 10 godina (2021. godine) iznositi ¢e 2.823,66 milijuna

kuna.

13.3. Indeksi

Dinamika promjene gospodarskih i drusStvenih pojava cCesto se prikazuje
indeksima. Tako se i u javnim publikacijama kretanje gospodarskih pojava
najceSce prikazuje indeksima. Indeksi su relativni brojevi dinamike koji
pokazuju odnos izmedu stanja jedne te iste pojave ili skupine pojava na
razli¢itim mjestima ili u razli¢itim vremenskim razdobljima. Pokazuju koliko
jedinica pojave u jednom razdoblju dolazi na 100 jedinica pojave u drugom

razdoblju.

Indeksi ne mogu biti negativni brojevi. Dijele se s obzirom na obuhvat

podataka i s obzirom na bazu usporedbe, kako je prikazano u slici 12.1.

¥Razlika u iznosu od 13,74 (5.773,74 — 5.763) nastala je kao posljedica koristenja razlic¢itih
metoda. Buduci da razliku predstavlja 13,74 milijuna kuna, razlika nije zanemariva.
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Slika 13.1. Vrste indeksa

' Indeksi |

obuhvat
promatranih pojava

baza
usporedbe

promijenjiv

individualni skupni stalna baza

a baza

13.3.1. Individualni indeksi

Individualni indeksi prate dinamiku jedne pojave u viSe uzastopnih

vremenskih razdoblja.

13.3.2. Bazni indeksi (indeksi na stalnoj bazi)

Baznim indeksima izrazava se dinamika jedne pojave, pri c¢emu je jedno
od promatranih razdoblja baza usporedbe. Nazivaju se i indeksi na
stalnoj bazi. Kao bazno razdoblje preporucuje se ono koje nema
ekstremne vrijednosti. Kao baza usporedbe mogu se koristiti i
vrijednosti izvan niza ili prosjek vrijednosti niza.

Zbog same definicije indeksa najceSce se oznacava sa 100, npr. 2015. =

100. Izracunavaju se prema sljedecem izrazu:

I, =2.100
Yo

I+~ individualni bazni indeks

yb —vrijednost pojave u baznom razdoblju
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Pri tomu vrijede relacije:
Yt > Yr—It> 100

Yi< Yb— It < 100

Y= Yo — It = 100

Iz izracunatih indeksa radi lakSeg tumacenja, osobito radi lakSeg
objaSnjavanja vrijednosti indeksa Siroj javnosti, koristi se pojedinacna stopa

promjene (opisano u potpoglavlju 13.2.2.2.). Racuna se prema izrazu:
S, =1,-100

Primjer 13.10. Izracun baznih indeksa i stopa promjene

Tablica 13.4. Kretanje investicija u zastitu okoliSa od 2004. do 2011. godine

Investicije u zastitu okoliSa

Godina | Ondinaine vilednosti | pgnindeks i | Siopapromien u %
2004. 1.312 100 -

2005. 1.461 111,36 11,36

2006. 1.767 134,68 34,68

2007. 2.901 221,11 121,11

2008. 2.317 176,60 76,60

20009. 2.130 162,35 62,35

2010. 2.232 170,12 70,12

2011. 2.829 215,63 115,63

Izvor: Investicije u zaStitu okoliSa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011.,
prema Radman-Funaric¢ i Kurtagic (2013)

I, =757 100-134,68 1, = 2829 100- 21563
1.312 1.312

T: Investicije u zastitu okolisa 2006. godine bile su vece za 34,68% nego li Sto
su bile 2004. godine. Na svakih investiranih 100 milijuna kuna u zastitu

okolisa u 2004. godini, 2006. godine je ulozeno134,68 milijuna kuna.

Graficki se bazni indeksi mogu prikazati povrSinskim i linijskim grafikonom?20.

20 Grafi¢ko prikazivanje baznih indeksa, vidi: Horvat i Mijo¢ (2014), str. 556-558.
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Primjer 13.11. Povrsinski grafikon baznih indeksa

Grafikon 13.6. Kretanje investicija u zastitu okoliSa od 2004. do 2011. godine
— bazni indeksi

Investicije u zastitu okolisa
2004.=100

160

140

120 I

100 J T T T T T - T
I I

80

60

2005.  2006. 2007.  2008. 20009. 2010.  2011.

Izvor: Investicije u zastitu okoliSa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011.,
prema Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

13.3.3. Verizni indeksi (indeksi na promjenjivoj bazi)

Verizni indeksi nazivaju se i indeksi na promjenjivoj bazi ili lan¢ani indeksi jer
im se baze mijenjaju iz razdoblja u razdoblje. Prate promjenu stanja pojave u
uzastopnim razdobljima, to jest prilikom izracuna veriznih indeksa
promatrane vrijednosti neke pojave stavljaju se u odnos prema vrijednostima

pojave iz prethodnog razdoblja. [zracunavaju se prema izrazu:

V, =Y+ .100
Ve

Pri tomu vrijede relacije:
Yt>Y +1—Ve> 100

Yi<Y t1—Vi< 100
Yt=Y t1— Ve = 100
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Primjer 13.12. Izracun veriznih indeksa i stopa promjene

Tablica 13.5. Kretanje investicija u zastitu okoliSa, tekucih izdataka za zastitu
okoliSa i prihoda od djelatnosti povezanih sa zaStitom okoliSa od 2004. do
2011. godine, u milijjunima kuna

Prihodi od djelatnosti
Investicije u zastitu okoliSa Tekudi izdatci za zastitu okoliSa povezanih s za$titom okoliSa

Originalne | Verizni Originalne | Verizni Originalne | Verizni

vrijednosti | indeks vrijednosti | indeks vrijednosti | indeks
Godina it Vi Stu% Yt Vi Stu% Yt Vi Stu%
2004. 1.312 = - 1.467 = - 1.030 = -
2005. 1.461 111,36 11,36 2.123 144,72 44,72 1.144 111,07 11,07
2006. 1.767 120,94 20,94 1.539 72,49 -27,51 1.809 158,13 58,13
2007. 2.901 164,18 64,18 1.689 109,75 9,75 2.340 129,35 29,35
2008. 2.317 79,87 -20,13 1.363 80,70 -19,30 1.153 49,27 -50,73
2009. 2.130 91,93 -8,07 1.483 108,80 8,80 1.010 87,60 -12,40
2010. 2.232 104,79 4,79 1.447 97,57 -2,43 2.175 215,35 | 115,35
2011. 2.829 126,75 26,75 1.921 132,76 32,76 2.428 111,63 11,63

Izvor: Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011.,
prema Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

v, = 1767 100-12094 v, = 2829 1650 _12675
1.461 2232

T: Investicije u zastitu okolisa 2011. godine bile su vece za 26,75% nego li Sto
su bile prethodne 2010. godine. Na svakih investiranih 100 milijuna kuna u

zastitu okolisa 2010. godine, 2011. godine je ulozeno 126,75 milijuna kuna.

Verizni indeksi mogu se prikazivati povrSinskim grafikonom i linijskim

grafikonom.?!

Grafikonom 13.7. predstavljeni su verizni indeksi prikazani u tablici 13.5. (tri

niza).

21 Grafi¢ko prikazivanje indeksa na promjenjivoj bazi, vidi: Horvat i Mijo& (2014) str. 561.
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Primjer 13.13. Povrsinski grafikon veriznih indeksa

Grafikon 13.7. Verizni indeksi kretanja investicija u zastitu okoliSa, tekucih
izdataka za zastitu okoliSa i prihoda od djelatnosti povezanih sa zaStitom

okoliSa— verizni indeksi

200

180

160

140

120

100

80

60

40

OlInvesticije u zastitu okolisa

B Tekudi izdaci za zastitu okolisa

OPrihodi od djelatnosti povezanih s zastitom okolisa

Izvor: Investicije u zastitu okolisa, 2004., 2005., 2006., 2007., 2008., 2009., 2010. i 2011.,

prema Radman-Funari¢ i Kurtagi¢ (2013)

13.3.3. Preracunavanje indeksa

Preracunavanje baznih indeksa u verizne

U prilikama kada nisu dostupne originalne vrijednosti numerickog niza,

a dostupni su izracunati bazni indeksi, verizni indeksi mogu se

preracunati iz baznih indeksa stavljanjem u odnos baznog indeksa

promatranog razdoblja prema vrijednosti baznog indeksa prethodnog

vremenskog razdoblja.

Preracunavanje se vrsi pomocu sljedeceg izraza:

V. =

t
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Primjer 13.14. Preracunavanje baznih indeksa u verizne

Tablica 13.6. Kretanje investicija u zastitu okoliSa od 2004. do 2011. godine

Godina Bazni indeks It Postupak izraCuna VeriZni indeks Vi
2004. 100 -
2005. 111,36 | 111/100*100 111,36
2006. 134,68 | 134,68/111,36*100 120,94
2007. 221,11 | 221,11/134,68*100 164,18
2008. 176,60 | 176,6/221,11*100 79,87
2009. 162,35 | 162,35/176,6*100 91,93
2010. 170,12 | 170,12/162,35*100 104,79
2011. 215,63 | 215,63/170,12*100 126,75
Vo, = Iﬂ-lOO V,, = 22111 -100=164,18

los 134,68

T: Investicije u zastitu okoliSa 2007. godine bile su vece za 64,18% (164,18 —
100) nego li Sto su bile prethodne 2006. godine. Na svakih investiranih 100
milijuna kuna u zastitu okoliSa 2006. godine, 2007. godine je ulozeno 164,18

milijuna kuna.

Preracunavanje veriznih indeksa u bazne

Ukoliko su na raspolaganju verizni indeksi, a za potrebe analize pojave
potrebni su i bazni, moguce ih je izracunati iz veriznih.

Preracunavanje veriznih indeksa u bazne, ako je baza usporedbe na
pocetku vremenskog niza, vrsi se tako da se za prvo razdoblje upiSe
vrijednost indeksa 100, a sljedece vrijednosti se kronoloski

preracunavaju pomocu izraza:
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Primjer 13.15. Preracunavanje veriznih indeksa u bazne, ako je baza

usporedbe na pocetku vremenskog niza

Tablica 13.7. Kretanje investicija u zastitu okoliSa od 2004. do 2011. godine

Godina Verizni indeks Vi Postupak izraCuna Bazni indeks Ik

2004, — 100
2005. 111,36 | 100*111,36/100 111,36
2006. 120,94 | 111,36%120,94/100 134,68
2007. 164,18 | 134,68*164,18/100 221,11
2008. 79,87 | 221,11*79,87/100 176,60
2009. 91,93 | 176,6*91,93/100 162,35
2010. 104,79 | 162,35*104,79/100 170,12
2011. 126,75 | 170,12*126,75/100 215,63

los = 100-111.36 —11136 I, _11136-12094 —13468 |, = 134,68-16418 _ 22111
100 100 100

T: Investicije u zastitu okoliSa 2006. godine bile su vece za 121,11% (221,11-

100) nego 1li Sto su bile bazne 2004. godine. Na svakih investiranih 100

milijuna kuna u zastitu okoliSa 2004. godine, 2006. godine je ulozeno 221,11

milijuna kuna.

Preracunavanje veriznih indeksa u bazne, ako je baza usporedbe na kraju

vremenskog niza, obavlja se tako da se za zadnje razdoblje upiSe

vrijednost indeksa 100, a sljedece vrijednosti se za svako prethodno

razdoblje preracunavaju pomocu izraza:

t

|y =100

|, =-5L.100

ili

t+1
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Primjer 13.16. Preracunavanje veriznih indeksa u bazne, ako je baza
usporedbe na kraju vremenskog niza

Tablica 13.8. Kretanje investicija u zastitu okoliSa od 2004. do 2011. godine

Godina Verizni indeks Vt Postupak izracuna Bazni indeks It
2004. — 51,64/111,36*100 46,38
2005. 111,36 | 62,46/120,94*100 51,64
2006. 120,94 | 102,55/164,18*100 62,46
2007. 164,18 | 81,9/79,87*100 102,55
2008. 79,87 | 75,29/91,93*100 81,90
2009. 91,93 | 78,9/104,79*100 75,29
2010. 104,79 | 100/126,75*100 78,90
2011. 126,75 100,00
I 100
I, =—-100 lo = -100=78,90 _ 789 o
A 126,75 Iy = 104,79 100=175,29

T: Investicije u zastitu okoliSa 2010. godine bile su manje za 21,1% (78,9 —
100) nego li Sto su bile bazne 2011. godine. Na svakih investiranih 100
milijuna kuna u zaStitu okoliSa 2011. godine, 2010. godine je ulozeno 78,9

milijuna kuna.

Ukoliko je potrebno verizne indekse preracunati u bazne s bazom usporedbe
u sredini vremenskog niza, indeksi za razdoblje prije baze usporedbe racunaju

se prema izrazu:

|
|y =100

t

a indeksi za razdoblje poslije baze usporedbe racunaju se prema izrazu:
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13.3.4. Skupni indeksi

Skupni indeksi prate intenzitet dinamike dviju ili viSe pojava u vremenu.
Njima se utvrduju varijacije heterogene skupine pojava na razlic¢itim mjestima,
odnosno u razli¢itim vremenskim intervalima. To su relativni brojevi kojima

se mjere relativne promjene skupine pojava u vremenu.

Zajednicke varijacije viSe vremenskih nizova izrazavaju se metodom
agregiranja tako da se stavi u odnos zbroj podataka svih obuhvacenih
vremenskih nizova prema zbroju podataka poznatog razdoblja. Kako bi se
provela analiza heterogene skupine pojava (izrazene razliCitim mjernim
sustavima: litre, komadi, grami), potrebno je osigurati usporedivost
frekvencija vremenskog niza, Sto je omoguceno vrijednosnim nacinom
izrazavanja. Npr. vrijednost proizvoda ili usluge izrazava se umnoskom

koli¢ina i cijena.

Pri metodi agregiranja koriste se simboli:
za bazno razdoblje:

po — cijena, qo — koli¢ina, poqo — vrijednost
za izvjeStajno razdoblje:

P: - cijena, q1 — koli¢ina, p1q: — vrijednost

Individualni indeksi koli¢ina i cijena:

|i(q)=i.1oo |i(p)=ﬂ.1oo =12,k
Qio Pio

liq — individualni indeks koli¢ina

qi1 — koli¢ina izvjeStajnog (tekuceg) razdoblja

gio — koli¢ina baznog razdoblja

lip) — individualni indeks cijena

pio — cijene baznog razdoblja

pi1 — cijene izvjeStajnog (tekuceg) razdoblja
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k — koli¢ina entiteta — za skupinu od k entiteta moguce je izracunati onoliko

individualnih indeksa koliko ima promatranih entiteta k.

Primjer 13.17. Izracun individualnih indeksa

Tablica 13.9. Cijene voca u srpnju 2016. i 2017. godine

Cijene u Cijene u Koli€ine u Koli¢ine u | Individualni | Individualni

srpnju srpnju srpnju srpnju indeks indeks

PROIZVOD 2016. 2017. 2016. 2017. koli¢ina cijena
pio pi1 gio qit Liq) Lip)

Jabuke 1 kg 3,50 4,50 350 320 91,43 128,57
Kruske 1 kg 18,50 22,00 130 150 115,38 118,92
Banane 1kg 5,50 6,20 460 440 95,65 112,73
Narance 1kg 7,20 8,50 250 280 112,00 118,06

k = 4, pa je moguce izracunati Cetiri individualna indeksa koli¢ina i cetiri
individualna indeksa cijena.

Primjer izracuna za prvi entitet individualnih indeksa koli¢ina i cijena:

4,5
I jabuke(p) = E 100=128,57

320
I jabuke(q) = ﬁ 100 = 91,43

T: U izvjeStajnom razdoblju manja je potroSnja jabuka (za 8,57%) i banana (za
4,35%), dok je porasla potroSnja krusSaka (za 15,38%) i naranci (za 12%).
Cijene svih navedenih vrsta voca rasle su u izvjeStajnom razdoblju, a najviSe

je porasla cijena jabuka, za 28,57%.

Skupni indeksi izracunavaju se kao vagana aritmeticka sredina ili vagana

harmonijska sredina individualnih indeksa.

Skupni indeksi koji za pondere koriste vrijednosti baznog razdoblja nazivaju
se Laspeyresovi skupni indeksi (autor Laspeyres). Skupni indeksi koji za
pondere koriste vrijednosti izvjestajnog razdoblja nazivaju se Paascheovi

skupni indeksi (autor Paasche).
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13.3.4.1. Skupni indeksi koli¢ina

Skupni indeksi koli¢ina pokazuju relativnu promjenu vrijednosti svih

promatranih entiteta u vremenu ili prostoru, izazvanu promjenama koli¢ina.

Laspeyresov skupni indeks kolicina racuna se kao vagana aritmeticka
sredina individualnih indeksa kolicina. Kao ponder koristi se vrijednost
baznog razdoblja u apsolutnom izrazu (qopo). Rac¢una se i izravno, kao

agregatni indeks kolic¢ina:

K. g K
Z 3-11 *Gio Pio Zqil Pio
Q(Ol)(P0)= = K 0 -100 Q(01)(Po):'k:1—-100
Zqio Pio ZQiO Pio
i1

i=1

Vrijednost indeksa je isti, neovisno o koriStenom izrazu.

Laspeyresov skupni indeks koli¢ina mjeri promjene u vrijednostima za istu
koli¢inu dobara i usluga u tekucem razdoblju, u usporedbi s baznim

razdobljem.

Paascheov skupni indeks koli¢ina racuna se kao vagana harmonijska
sredina individualnih indeksa koli¢ina. Kao ponder koristi se vrijednost
tekuceg (izvjeStajnog) razdoblja (qipi1)u apsolutnom izrazu. Racuna se i

izravno, kao agregatni indeks kolicina:

k K
ZC{il Pi1 Zqil Pi1

Q<01>(F’1)=ki=a_—-1oo Qun(P) =2 100
.Zl: qlo i1 Pia ZQiO Pix
= i1

Vrijednost indeksa je isti, neovisno o koriStenom izrazu.

Paascheov skupni indeks kolicina mjeri promjene u koliCinama uz
nepromijenjene cijene izvjeStajnog razdoblja. Razlike u vrijednostima
Laspeyresova i Paascheova skupnog indeksa koli¢ina nastaje zbog upotrebe
razli¢itih pondera. U Laspeyresovu indeksu to su vrijednosti baznog razdoblja,

a u Paascheovu indeksu to su vrijednosti izvjeStajnog razdoblja.
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Srednji indeks kolicina nastao je zbog pokusSaja korigiranja prethodna dva
nacina izracuna indeksa koli¢ina (jer se uvijek, iako neznatno, razlikuju zbog

razli¢itih cijena u izvjeStajnom i baznom razdoblju).

Prema Fisherovoj idealnoj formuli,srednji indeks koli¢ina racuna se kao

geometrijska sredina Laspeyresova i Paascheova agregatnog indeksa koli¢ina:

Q01 = \/QOl(Po)'Qm(Pl)

Qo1— srednji indeks koli¢ina

Primjer 13.18. Izracun skupnih indeksa koli¢ina

Tablica 13.10. Cijene voca u srpnju 2016. i 2017. godine

Cijene u Cijene u Koli¢ine u Koli¢ine u
srpnju srpnju srpnju srpnju
PROIZVOD 2016. 2017. 2016. 2017. Qi1Pio | GioPio | Gi1pi1 | Giop i1
pio Pi1 Qio Qi1
Jabuke 1 kg 3,50 4,50 350 320 | 1.120 | 1.225 | 1.440 | 1.575
Kruske 1 kg 18,50 22,00 130 150 | 2.775 | 2.405 | 3.300 | 2.860
Banane 1kg 5,50 6,20 460 440 | 2.420 | 2,530 | 2.728 | 2.852
Narance 1kg 7,20 8,50 250 280 | 2.016 | 1.800 | 2.380 | 2.125
Ukupno 8.331 | 7.960 | 9.848 | 9.412

Laspeyresov skupni indeks koli¢ina
>
i1 Pio
- 8.331
P)="2  .100=—/"--.100=104,66
Qo (Po) = 7.960
2o Pio
i=1
T: Prodaja navedenih vrsta voca u srpnju 2017. godine porasla je prosjecno za
4,66% u odnosu na prodaju u srpnju 2016. godine. Brojnik indeksa 8.331
pokazuje koliko u kunama iznosi vrijednost navedenih koli¢ina voca u srpnju

2017. godine, ali po cijenama iz srpnja 2016. godine.

Paascheov skupni indeks koli¢ina

k
E Uiz Pia
. 9.848
P)=-1 —.100=-""".100=104,63
Q(01)( 1) k 09412

ZCIio Pi1

i=1
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U brojniku je vrijednost koli¢ina izvjeStajnog razdoblja, a u nazivniku

vrijednost koli¢ina baznog razdoblja po cijenama iz tekuceg razdoblja.
T: Prodaja navedenih vrsta voca u srpnju 2017. godine, po cijenama iz tog
razdoblja, povecala se prosjecno za 4,63% u odnosu na prodaju u srpnju 2016.

godine zbog promijenjenih prodajnih koli¢ina.

Fisherov srednji indeks koli¢ina

Q. =/Qu(Py) Qy,(P) =+/104,66-104,63 =104,645

T: Prodaja voc¢a u srpnju 2017. godine porasla je prosjecno za 4,65% u odnosu

na prodaju u srpnju 2016. godine.

13.3.4.2. Skupni indeksi cijena

Skupni indeksi cijena pokazuju relativhu promjenu vrijednosti svih

promatranih entiteta u vremenu ili prostoru, izazvanu promjenama cijena.

Laspeyresov skupni indeks cijena racuna se kao vagana aritmeticka sredina
ili vagana harmonijska sredina individualnih indeksa cijena. Kao ponder
koristi se vrijednost baznog razdoblja u apsolutnom izrazu (po-qo). Racuna se

i izravno, kao agregatni indeks cijena:

k
z pll pIOqIO Z plquO
=1

|:)(01 (Qo)_ = p.o -100 P(01)(Qo)— I

x
Z pquiO Z p|0q|0
i=1

i=1

-100

Laspeyresov skupni indeks cijena mjeri promjene u vrijednostima za istu
kolicinu dobara i usluga u tekucem razdoblju, u usporedbi s baznim
razdobljem. Pri tome go upucuje da su cijene ponderirane kolicinama baznog

razdoblja.

Paascheov skupni indeks cijena racuna se kao vagana harmonijska sredina

individualnih indeksa koli¢ina. Kao ponder koristi se vrijednost tekuceg
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(izvjeStajnog) razdoblja (qipi1)u apsolutnom izrazu. Racuna se i izravno kao

agregatni indeks cijena:

K K

z PiaCia z PirQix
P(01)(Q1)=%-100 P(01)(Q1): |;1 100
Pi1dis z Piodix

i1 Pi1 i—1

1/Ip) = po/p1-100 — reciprocna vrijednost individualnog indeksa cijena

Paascheov skupni indeks cijena mjeri promjene u cijenama uzimajuci u obzir

koli¢ine u izvjeStajnom razdoblju koje sluze kao ponder.

Srednji indeks cijena nastao je radi korigiranja prethodna dva nacina

izraCuna indeksa cijena.

Prema Fisherovoj idealnoj formuli,srednji indeks cijena racuna se kao

geometrijska sredina Laspeyresova i Paascheova agregatnog indeksa cijena:

PM = \/ Pt (Qo ) Pou (Ql)

Po1— srednji indeks cijena

Primjer 13.19. Izracun skupnih indeksa cijena

Prema izracunatim brojnicima i nazivnicima iz tablice 12.9. proizlazi:

Laspeyresov skupni indeks cijena
k

Z PirGio
i 9.412
Poy(Q,)=-1———-100= — 5eg 100=11824

k

Z Piodio

i=1

T: Za nabavu voca u koli¢inama iz srpnja 2016. godine, potrebno je u srpnju
2017. godine izdvojiti 9.412,00 kn, dok je za istu koli¢inu u srpnju 2016.

godine bilo potrebno izdvojiti 7.960,00 kn. Dakle, cijene koli¢ina voca iz srpnja
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2016. godine porasle su u srpnju 2017. godine u prosjeku za 18,24%, u

odnosu na cijene iz srpnja 2016. godine.

Paascheov skupni indeks cijena

k

z PirGi1
- 9.848
Poy(Q)=-2——-100= = a3; 10011821

k

Z PioQix

i=1

U brojniku je vrijednost cijena izvjeStajnog razdoblja, a u nazivniku vrijednost

cijena baznog razdoblja, po koli¢inama iz tekuceg razdoblja.

T: Za nabavu voca u koli¢inama iz srpnja 2017. godine, potrebno je u srpnju
2017. godine izdvojiti 9.848,00 kn, dok je za istu koli¢inu u srpnju 2016.
godine bilo potrebno izdvojiti 8.331,00 kn. Dakle, cijene koli¢ina voca iz srpnja
2017. godine porasle su u srpnju 2017. godine u prosjeku za 18,21%, u

odnosu na cijene iz srpnja 2016. godine.

Fisherov srednji indeks cijena

P =Pu(Q,) Py(Q)=411824.11821=11823

T: Cijena voca u srpnju 2017. godine porasla je prosjecno za 118,23% u

odnosu na cijene u srpnju 2016. godine.

13.3.4.3. Skupni indeksi vrijednosti

Skupni indeks vrijednosti mjeri promjene vrijednosti skupine pojava. Racuna
s kao omjer vrijednosti izvjeStajnog razdoblja i vrijednosti baznog razdoblja,

prema izrazu:

k

Zqil Pi.

V,, == .100

k

ZQio Pio

i=1
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Skupni indeks vrijednosti ne pokazuje koliko su na rezultat djelovale promjene

cijena, a koliko promjene koli¢ina.

Moguce ga je izracunati i kao umnozak Laspeyresova skupnog indeksa cijena
i Paascheova skupnog indeksa koli¢ina

Vor = (P (Qp)- Qui(R))/100
te kao umnozak Laspeyresova skupnog indeksa koli¢ina i Paascheova

skupnog indeksa cijena

Vo, = (Q01(Po ) Po1(Q1 ))/100

Primjer 13.20. Izracun skupnog indeksa vrijednosti

Prema izracunatim brojnicima i nazivnicima iz tablice 12.9. te izracunatih

skupnih indeksa koli¢ina i cijena, izracunat je skupni indeks vrijednosti.

K
;Ch Pis 9.848

Vo, = :100=—""—--100=123,72
7.960

=k
ZCIio Pio
i1

Vy, =(P,(Q,) - Qu,(P,))/100) =118,240104,63/100=123,72
V,, =(Q,(P,)-P,(Q,))/100=104,66-118,21/100=123,72

T: Vrijednost izdataka za navedeno voce u srpnju 2017. godine povecala se u

prosjeku za 23,72% u odnosu na srpanj 2016. godine.

Pokazatelje gospodarskih kretanja moguce je izracunati pomocu skupnih
indeksa. Njima se moze izracunati obujam industrijske proizvodnje, indeks
troSkova zZivota, promjene cijena u trgovini na malo, promet na burzama. U
Hrvatskoj se od 2004. godini izracunava indeks potrosackih cijena (engl.
Consumer price index — CPI). Njegov izracun je u skladu s metodologijom
Medunarodne organizacije rada (ILO) i statistickog ureda Europske unije
(EUROSTAT).
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Buduci da indeks potrosackih cijena pokazuje promjene na razini cijena
dobara i usluga, koje tijekom odredenog vremena nabavlja stanovnistvo radi
osobne potrosSnje, ujedno predstavlja i jedinstvenu opcu mjeru inflacije u
Hrvatskoj. Indeks potrosackih cijena zamjenjuje dotadasnji izracun indeksa
cijena na malo, indeksa troSkova zivota i indeksa ugostiteljskih usluga.
Izracun indeksa potroSackih cijena racuna se prema formuli Laspeyresova

tipa22.

Indeks kupovne moci pokazuje kupovnu moc¢ novca koja je za nepromijenjene

koli¢ine dobara i usluga obrnuto proporcionalna povecanju nabavnih cijena.

Indeks troskova Zivota (potroSacke kupovne moci) raCuna se prema izrazu:

lgy =———-100

Py (g5)

Iot— indeks potrosSacke kupovne moci u razdoblju t prema baznom razdoblju
0

Pot(qo) — indeks troSkova zivota kojem je bazno razdoblje O

Primjer 13.21. Izracunavanje indeksa potroSacke kupovne moci

lo, = 1 -100=0,9728
102,8
Ako je indeks troskova zivota u 2017. godini u odnosu na 2016, godinu 102,8,

indeks potrosacke kupovne moci iznosi 0,9728 Sto znaci da se kupovna moc¢

220 metodologiji izrac¢una indeksa potroSackih cijena vidi: Indeksi cijena, URL:
https://www.hnb.hr/statistika/statisticki-podaci/odabrane-nefinancijske-
statistike/indeksi-cijena, te njihovoj strukturi: Indeksi potrosackih cijena, URL:
https://www.dzs.hr/Hrv_Eng/publication/2017/13-01-01_06_2017.htm

i EUROSTAT URL:
http://ec.europa.eu/eurostat/cache/metadata/EN/prc_hicp_esms_hr.htm
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kune 2017. godine u odnosu na 2016. godinu smanjila za 0,027 ili 2,7%. U
2017. godini jedna kuna vrijedi 0,973 kn prema jednoj kuni u 2016. godini.

Burzovni indeks je pokazatelj relativhe promjene vrijednosti odabranih
dionica, obveznica i drugih vrijednosnih papira koje kotiraju na burzi. Indeks
se temelji na podacima o cijenama i koliCinama po kojima se trgovalo
vrijednosnim papirom. Burzovni indeks racuna se kao skupni indeks
vrijednosti, aritmeticke ili geometrijske sredine zaklju¢nih cijena. Racuna se

prema izrazu:
k

Z Pi: i

_ _i=l
VOt -

e
Z PioQio
i1

13.4. Srednje vrijednosti vremenskog niza

Srednja vrijednost vremenskog niza je frekvencija vremenskog niza koja
reprezentira sve njegove pojedinacne vrijednosti,a izrazena je u onim

jedinicama mjere u kojima su zadane frekvencije.

Upotreba pojedine srednje vrijednosti ovisi o tendenciji kretanja frekvencija i
vrsti vremenskog niza. Za izracun srednjih vrijednosti vremenskog niza koristi
se aritmeticka sredina intervalnog vremenskog niza, kronoloSka sredina
trenutacnog vremenskog niza, geometrijska sredina koja se upotrebljava u

analizi intervalnog i trenutac¢nog vremenskog niza.
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Tablica 13.11. Srednje vrijednosti vremenskog niza

Vrsta vremenskog niza Oscilirajuéi Tendencija rasta ili pada
INTERVALNI Aritmeticka srgdlna intervalnog ) .
niza Geometrijska sredina
TRENUTACNI Kronologka sredina

Aritmeticka sredina intervalnog niza izracunava se prema izrazu za
jednostavnu aritmeticku sredinu. Pokazuje npr. prosjeCan broj putnika
godiSnje prevezen u gradskom i zracnom prijevozu.

To je prosjecna vrijednost frekvencije po jednoj zadanoj vremenskoj jedinici, a
koristi se za oscilirajuce intervalne vremenske nizove. Aritmeticka sredina niza

y (prosjecna ordinata), raCuna se prema izrazu: "

N
Y — t=1
N

Kronoloska sredina je prosjecno stanje pojave trenutacnog vremenskog niza
u vremenskom trenutku. Pri izracunavanju kronoloske sredine svaka
frekvencija niza mnozi se viemenskim ponderom odnosno s duzinom razdoblja
za koje se pretpostavlja da ima frekvenciju na razini koju pokazuje pojava u

definiranom trenutku vremena, prema izrazu:

k

> pY,

v-=2

Zpi

t=1

y— kronolo§ka sredina

pt — ponder

Pri odredivanju pondera uzima se pretpostavka da je razina pojave u trenutku
snimanja t ista do polovine intervala t+1, odnosno do polovine intervala t-1, s

tim da ti intervali mogu biti medusobno jednaki ili razliciti.
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Primjer 13.22. Izracunavanje kronoloske sredine

Tablica 13.12. Broj nesilica na obiteljskom gospodarstvu KOKA

Stanje na dan Broj nesilica Yt Vremenski mtqrval C.Jd pt pe Yt
prethodnog mjerenja

31.12.2016. 5.422 15 8.133,00
31.03.2017. 6.224 3 mjeseca 2,0 12.448,00
31.04.2017. 7.934 1 mjesec 2,0 15.868,00
31.07.2017. 9.681 3 mjeseca 2,5 24.202,50
30.09.2017. 9.802 2 mjeseca 1,0 9.802,00

Ukupno 39.063 9,0 70.453,50

Ponder za prvo razdoblje izracunat je 0+3 = 3/2= 1,5, za drugo razdoblje 3+1

=4/2 =2, itd. _
v = 104595 769817
T: Prosjecno stanje nesilica na obiteljskom gospodarstvu od 31. prosinca

2016. do 30. rujna 2017. godine je 7.828 nesilica.

Ako se vrijednosti trenutacnog vremenskog niza promatraju u jednako
udaljenim tockama vremena, ekvidistantno (na primjer, svaki mjesec ili svaku
godinu), kronoloska sredina se racuna na sljedeci nacin:

Y, +Y, &

o +§Yt

k-1

Y =

Y: — prva vrijednost vremenskog niza

Yx — zadnja vrijednost vremenskog niza

Geometrijska sredina je srednja vrijednost koja se izracunava za intervalne
ili trenutacne nizove koji pokazuju tendenciju rasta ili pada. Predstavlja
velic¢inu kojom se odreduje veli¢ina rasta ili pada za promatranu vremensku
jedinicu. Geometrijska sredina je srednja vrijednost koja predstavlja prosjecnu
stopu kretanja promatranog vremenskog niza i koja se odnosi na promatranu
vremensku jedinicu.
Koristi se u:

- u analizi vremenskih nizova negrupiranih i grupiranih podataka

(prosjecan tempo promjene)
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- kao srednja vrijednost numerickih nizova za nizove sa asimetricnim

rasporedom podataka

U pravilu se koristi za nizove koji prikazuju pojave koje se ponasaju priblizno

po geometrijskoj progresiji, kao npr. prirastaj pucanstva, ekonomska

ulaganja, investicije, Stedni ulozi.

Izracunavanje geometrijske sredine opisano je u potpoglavlju 13.2.2.3.

13.5. Trend

Ovisno o vrsti ¢imbenika koji djeluju na neku pojavu, vremenski niz Cine

sljedece komponente:

komponenta trenda koja predstavlja osnovnu tendenciju razvoja pojave u
vremenu. Izrazava se funkcijom vremena.

sezonska komponenta koja se ocituje u sustavnim kretanjima pojave
unutar jedne godine. Cesto je prisutna u gospodarskim pojavama
(turisticka sezona u ljetnim ili zimskim mjesecima, proizvodnja u vrijeme
dozrijevanja zitarica i dr).

ciklicka komponenta ocituje se kada se vremenska pojava obnavlja na
priblizno isti nacin (redovito ili periodi¢cno) dugoroc¢nije od sezonske.
Javlja se u nepravilnim intervalima. Sastoji se od uzlazne faze ili
ekspanzije i silazne faze ili recesije, Sto je svojstveno poslovnim ciklusima.
slucajna (stohasticka) komponenta  proizlazi iz utjecaja koji nisu
predvidivi, ili nisu na vrijeme predvidivi. Slicna je sluc¢ajnoj pogreski u u

regresijskom modelu.

Vremenski niz zapisuje se op¢im oblikom aditivnhog modela:

Y=T+C+S+e

Y — promatrana pojava

T- vrijednost komponente trenda

C — vrijednost ciklicke komponente

S — vrijednost sezonske komponente

e — vrijednost slucajne komponente
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U kratkom vremenskom razdoblju trend i ciklicka komponenta se ne

razdvajaju pa se model moze pisati:

Y=T+S+e
T- trend i ciklicka komponenta

Opc¢i oblik multiplikativhog modela:

Is — sezonska komponenta

I~ slucajna komponenta

a u logaritamskom obliku:

logY =logT -logl, -logl,

S obzirom na funkciju vremena, trend moze biti linearni i eksponencijalni.

13.5.1. Linearni trend

Linearni trend koristi se za opisivanje kretanja dugorocno linearnih pojava u

vremenu.

Model linearnog trenda identican je modelu jednostavne linearne regresije,
u kojemu je vrijeme nezavisna varijabla. Prikladan je kada se vremenska
pojava mijenja od razdoblja do razdoblja za priblizno isti apsolutni iznos,
odnosno kada su prve diferencije priblizno konstantne.

Jednadzba linearnog trenda glasi:

yc, =a+bx

yc — zavisna (trend) varijabla
x — oznaka za vrijeme
a — vrijednost trenda u ishodistu

b — koeficijent smjera pravca
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Jednadzba linearnog trenda izracunava se metodom najmanjih kvadrata
(parametrijska metoda).

Parametrom a procjenjuje se vrijednost varijable y (trend vrijednosti), kada
linija trenda presijeca os y (x = 0). Parametar b naziva se koeficijent smjera
linije trenda. On odreduje smjer i nagib (intenzitet) trenda, odnosno pokazuje
za koliko se prosjec¢no linearno mijenja pojava y za svaku promjenu jedne
jedinice vremena (varijabla x).

Jednadzba linearnog trenda moze imati ishodiSte na pocetku vremenskog

niza, Sto se u praksi i najceSce koristi, ili u sredini vremenskog niza.

Parametar b izracunava se prema izrazima:

N N N _
thyt zyt D XY -N-X-y

N N

thg z 111 Zth _N ')—(2

t=1 t=1 t=1

Parametar a izraCunava se prema izrazu:

Ukoliko se ishodiSte postavi u sredinu vremenskog niza, parametri a i b
racunaju se prema skracenim izrazima. Izrazi postaju skraceni jer drugi dio
izraza ima vrijednost nula, bududi da je zbroj vrijednosti varijable x jednak

nuli, a time je i aritmeticka sredina jednaka nuli.

N

D XY,
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Primjer 13.23. Izracunavanje jednadzbe linearnog trenda s ishodiStem na

pocetku vremenskog niza

Tablica 13.13. Dobit u trgovackom drustvu Beta
Ostvarena

Godina dobit Reziduaina
(U000 kuna) | X Xt Yt X2 Yc = a+bx: | odstupanja (yt—yc)?
Xt Yt Yt - yC
2011. 1.864 0 0 0| 1.746,61 117,39 | 13.781,083
2012. 1.625 1| 1.625 1| 1.841,50 -216,50 | 46.872,250
2013. 2.128 2| 4.256 4| 1.936,39 191,61 | 36.713,297
2014. 2.005 3| 6.015 9| 2.031,29 -26,29 690,939
2015. 1.957 4| 7.828 16 | 2.126,18 -169,18 | 28.621,389
2016. 2.250 5| 11.250 25| 2.221,07 28,93 836,862
2017. 2.390 6 | 14.340 36 2.315,96 74,04 5.481,287
Ukupno 14.219 21 | 45.314 91 | 14.219,00 0 | 132.997,107
x=2l_3 9:14'—219=2.o3129
7 7
b 45.314-7-3-2.031,29 _ 45.314—42.657,09 _ 9489

91-7-3° 28

a=2.031,29-94,89-3=1.746,62

RjeSenje jednadzbe linearnog trenda:

yc =1.746,62 +94,89x

ishodiste: 2011. (30.6.)

jedinica za x: 1 godina

jedinica za y: 1000 kn

T: Prema trendu u razdoblju od 2011. do 2017. godine, dobit trgovackog
drustva Beta 2011. godine (30.6.) iznosila je 1.746.620 kuna s prosjecnim
godiSnjim porastom od 94.890 kuna.
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Nakon zapisane jednadzbe izracunate su trend vrijednosti, tako da su u
jednadzbu uvrStene pripadajuce vrijednosti xt. Zbroj trend vrijednosti jednaka
je zbroju originalnih vrijednosti niza y.

T: npr. prema trendu dobit trgovackog drustva Beta 2013. godine iznosila je

1.936.390 kn.

Varijabla vrijeme mozZe poprimiti prvu vrijednost 1, odnosno ishodiSte na
pocetku vremenskog niza moze poprimiti vrijednost 1 umjesto 0. Trend

vrijednosti ¢e poprimiti iste vrijednosti.
Rezidualna odstupanja nastala su kao razlika izmedu originalnih vrijednosti

y i trend vrijednosti. Zbroj tih razlika uvijek je nula.

Primjer 13.24. Graficki prikaz linearnog trenda

Grafikon 13.8. Dobit trgovackog drusStva Beta, u tisu¢ama kuna
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Primjer 13.25. Izracunavanje jednadzbe linearnog trenda s ishodiStem u

sredini vremenskog niza

Tablica 13.14. Dobit u trgovackom drustvu Beta

. Ostvarfana Rezidualna
Godina dobit ) _ X )
(u 000 kuna) Xt Xt Yt Xt yct = a+bx: | odstupanja (yt— ycy)
Xt Vi Yt - Gt
2011. 1.864 -3 | -5.592 9 1.746,61 117,39 13.781,083
2012. 1.625 -2 | -3.250 4 1.841,50 -216,50 | 46.872,250
2013. 2.128 -1 | -2.128 1 1.936,39 191,61 36.713,297
2014. 2.005 0 0 0 2.031,29 -26,29 690,939
2015. 1.957 1 1.957 1 2.126,18 -169,18 28.621,389
2016. 2.250 2| 4.500 4 2.221,07 28,93 836,862
2017. 2.390 3 7.170 9 2.315,96 74,04 5.481,287
Ukupno 14.219 0| 2.657 28 | 14.219,00 0 | 132.997,107
b=257_g489 14.219

a:?:Tz 2.031,29

RjeSenje jednadzbe linearnog trenda s ishodiStem u sredini vremenskog niza:

yc =2.031,29+94,89x

ishodiste: 2014. (30.6.)

jedinica za x: 1 godina

jedinica za y: 1000 kn

T: Prema trendu u razdoblju od 2011. do 2017. godine, dobit trgovackog
drustva Beta 2014. godine (30.6.) iznosila je 2.031.290 kuna s prosjecnim
godiSnjim porastom od 94.890 kuna.

Rezultat je isti kao u prethodnom primjeru, no bududci da je promijenjeno
ishodiSte vremenskog niza, jednadzba ima razli¢itu vrijednost parametra a,
koji pokazuje vrijednost trenda u ishodiStu. Parametar b nije promijenjen jer
je izracunat iz istog niza podataka i pokazuje za koliko se dobit trgovackog
drustva mijenjala u prosjeku godiSnje. Buduci da su trend vrijednosti iste,

nisu se promijenile ni vrijednosti rezidualnih odstupanja.
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Reprezentativnost modela trenda ispituje se pomocu varijance, standardne
devijacije i koeficijenta varijacije. Radno pravilo je da se varijabilnost, mjerena
koeficijentom varijabilnosti, veca od 30% smatra velikom, a reprezentativnost

prosjeka slabom.

Standardna devijacija i koeficijent varijacije trenda racuna se prema izrazu:

Primjer 13.26. Izracun standardne devijacije i koeficijenta varijacije trenda

& = %9711 = 18.99959 =137,84

o = % -100=6,79%
T: Standardna devijacija i koeficijent varijacije trenda pokazuju da je dobit u
trgovackom drustvu Beta vrlo malo varirala u razdoblju od 2011. do 2017.
godine, u prosjeku za 137.000 kuna, ili 6,79%. To pokazuje da je
reprezentativnost modela trenda visoka te je linearni trend primjeren model

za analiziranje prikazanog niza podataka.
Ukoliko se analizira trend vrijednosti viemenskog niza s parnim brojem

razdoblja s ishodiStem u sredini niza vrijednosti, x: poprimaju

vrijednosti polovice jedinice vremenskog razdoblja.
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Primjer 13.27. Izracunavanje jednadzbe linearnog trenda s ishodiStem u
sredini vremenskog niza (paran broj razdoblja)

Tablica 13.15. Prihod u trgovackom drustvu Beta

Ostvaren

Godina prihod ) _ Rezidualna 5
(u 000 kuna) Xt Xt Yt Xt yct = a+bx: | odstupanja (yr—yc)

Xt Yt Yt - YCt
2009. 3.125 -7 | -21.875 49 2.553,67 571,33 326.421,778
2010. 1.988 -5 -9.940 25 2.496,90 -508,90 258.984,057
2011. 2.544 -3 -7.632 9 2.440,14 103,86 10.786,306
2012. 1.999 -1 -1.999 1 2.383,38 -384,38 147.748,717
2013. 2.347 1 2.347 1 2.326,62 20,38 415,383
2014. 2.305 3 6.915 9 2.269,86 35,14 1.235,020
2015. 2.154 5 10.770 25 2.213,10 -59,10 3.492,247
2016. 2.378 7 16.646 49 2.156,33 221,67 49.136,111

Ukupno 18.840 0 -4.768 168 | 18.840,00 0 798.219,619
6= w:m:ms@s
w = ﬂ -100=1341%
2.355,00

T: Model linearnog trenda je reprezentativan.

Standardna devijacija i koeficijent varijacije trenda pokazuju da je prihod u

trgovackom drustvu Beta varirao u razdoblju od 2009. do 2016. godine, u

prosjeku za 315.880 kuna, ili 13,41%.

4768

168

=-28,38

RjeSenje jednadzbe linearnog trenda s ishodiStem u sredini vremenskog niza:

yc = 2.355,00 - 28,38x

ishodiste: 2012. (31.12.)

jedinica za x: 1/2 godine

jedinica za y: 1000 kn
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T: Prema trendu u razdoblju od 2009. do 2016. godine, prihod trgovackog
drustva Beta 2012. godine (31.12.) iznosio je 2.355.000 kuna s prosjecnim
polugodiSnjim padom od 28.380 kuna.

Primjer 13.28. PremjeStanje ishodiSta na pocetak vremenskog niza

PremjeStanjem ishodiSta na pocetak vremenskog niza rjeSenje jednadzbe

linearnog trenda glasi:

yc = 2.55367 —28,38x

ishodiste: 2009. (30.06.)

jedinica za x: 1/2 godine

jedinica za y: 1000 kn

T: Prema trendu u razdoblju od 2009. do 2016. godine, prihod trgovackog
drustva Beta 2009. godine (30.06.) iznosilo je 2.553.670 kuna s prosjecnim
polugodiSnjim padom od 28.380 kuna.

Primjer 13.29. Preracunavanjem polugodisSnje jednadzbe u godiSnju

Preracunavanjem polugodiSnje jednadzbe u godiSnju rjeSenje jednadzbe

linearnog trenda glasi:

yc = 2.55367 —56,76x

ishodiste: 2009. (30.06.)

jedinica za x: 1 godina

jedinica za y: 1000 kn

T: Prema trendu u razdoblju od 2009. do 2016. godine, prihod trgovackog
drustva Beta 2009. godine (30.06.) iznosilo je 2.553.670 kuna s prosjecnim
godiSnjim padom od 56.760 kuna.
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13.5.2. Eksponencijalni trend

Eksponencijalni trend je vrsta krivolinijskog trenda. Prikladan je kada se
vremenska pojava mijenja od razdoblja do razdoblja na priblizno istoj razini,
odnosno kada su verizni indeksi priblizno konstantni. Prema toj informaciji

odlucit ce se za primjenu eksponencijalnog trenda.

Model jednostavnog eksponencijalnog trenda

y,=a- B g Ili logy, =loga +log px, +log &,

e-rezidualna komponenta (malo grcko slovo, Cit. epsilon)

Logaritamskom transformacijom model eksponencijalnog trenda svodi se na

model linearnog trenda.

13.6. Pomicni prosjeci

Vremenski nizovi Cesto pokazuju komponentu neregularnog ponaSanja
uvjetovanu razli¢itim c¢imbenicima koji iskazuju obrasce ponasSanja koji
izgledaju prilicno nepredvidivi. Neregularne komponente mogu biti izrazene u
tolikoj mjeri da zamagljuju bilo koje regularnosti koje se u njima pojavljuju te
onemogucuju graficki prikaz izrazenih odstupanja. Svaka velika neregularna
komponenta u odredenom vremenskom trenutku prouzrociti ¢e manji uc¢inak
ako je uprosjeCena s njezinim neposrednim susjedima. U tome pomaze
metoda pomicnih prosjeka kojom se izgladuju originalni podaci zamjenom
¢lanova vremenskog niza nizom aritmetickih sredina, tako da se kreira novi
niz pomicanjem aritmetickih sredina kroz vremenski niz. Metoda pomiénih

prosjeka je neparametrijska metoda za utvrdivanje trenda.
Svrha izracuna pomicnih prosjeka uocljivija je kod duzeg vremenskog niza.

Poteskocu predstavlja nedostatak vrijednosti pomic¢nih prosjeka na pocetku i

na kraju serije.
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Pomicéni prosjeci su aritmeticke sredine M uzastopnih vrijednosti ¢lanova
vremenskog niza (M<n). Niz pomicnih prosjeka Cini izvedeni niz koji ima manji
stupanj varijabilnosti u usporedbi s izvornim nizom. Stoga se pomicnim
prosjecima izgladuje vremenska serija. Racunanje pomicnih prosjeka moze se
provesti uzimanjem jednostavnog pomicnog prosjeka od (2m+1) tocaka, s
centom u doti¢noj tocki, odnosno opazanje y: zamjenjuje se njegovim i
prosjekom njegovih susjeda. Ako je broj ¢clanova pomicnog prosjeka neparan

(M=2m+1), pomicni prosjeci racunaju se prema izrazu:

Zm“ym t=m+lm+2..,n—-m

Kada je broj ¢lanova pomicnog prosjeka paran (M=2m) provodi se postupak
centriranja. Centriranje se moze provesti odredivanjem jednostavnih pomic¢nih
prosjeka od prethodnih pomic¢nih prosjeka od po dva ¢lana ili izravno prema

izrazu:

. 1 m-1 _ _
y, = [ o+ Voo += ywm} t=m+1lm+2..,n-m
M s=—(m-1)

m-broj uzastopnih vrijednosti ¢lanova niza

yt'— vrijednosti pomic¢nih prosjeka

yt— originalna vrijednost vremenskih razdoblja

t-promatrano razdoblje za koje se racuna pomicni prosjek

n -broj ¢lanova vremenskog niza koji sudjeluju u racunanju pomicnih

prosjeka
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Primjer 13.30. Rezultati izracuna pomicnih prosjeka

Proizvodnja primarne energije u Republici Hrvatskoj izrazene u PJ (petajoule)

kretala se prema podacima prikazanim u tablici 13.13.

Tablica 13.16. Proizvodnja primarne energije u Republici Hrvatskoj 2003 —
2010.

Proizvodnja Pomicéni Pomicéni Pomicéni Centrirani
primarne energije | prosjek M prosjek M | prosjek M | pomicni
uPJ =3 =5 =4 prosjek M = 4
X Yt y(3) y(5) yi(4)
Y1 2003. 148,00 * * * *
y2 2004. 161,29 155,86 * * *
y3 2005. 158,30 164,14 161,91 160,11 162,75
Y4 2006. 172,84 166,76 165,59 165,39 166,03
ys 2007. 169,14 169,46 167,30 166,67 168,11
Y6 2008. 166,40 168,46 170,57 169,56 169,78
y7 20009. 169,84 170,30 * 170,01 *
Y8 2010. 174,65 * * * *

Izvor: Nacionalni akcijski plan energetske ucinkovitosti RH za razdoblje do kraja 2013., prema
Pisker i Radman-Funari¢ (2013)

U proizvodnji primarne energije prisutne su oscilacije u razdoblju od 2003. do
2010. Na temelju navedenih podataka u nastavku je prikazan izracun

pomicnih prosjeka kako bi se izgladila vremenska serija yt".

y2004(3): 148,00+16?Z’I,29+158,3 _15586PJ
Vs (3) _ 166,4 +169:,384+174,65 —170,30PJ

148,00+161,29+1583+17284+16914
Y 2005 (5) = - 5 =16191PJ

Vs (5) _ 172,84+16914+166,40+169,84+174,65 —17057P]

5
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Prilikom rac¢unanja pomicnih prosjeka cCetiriju tocaka (parni broj) prvi ¢lan je

prosjek prva Cetiri opazanja prema:

Y2005(4) _ 148,00+161,29+1583+172,84 _16011P)
4

Drugi ¢lan niza izracunat je prema:

y2006(4) _ 161,29 +1583 7:1172,84+169,14 —16539PJ

Zadnji ¢lan je prosjek zadnja Cetiri opazanja prema:

Voo (4) _ 169,14 +166,40 Z 169,84 +174,65 _170,01PJ

Pomicni prosjeci niza od Cetiri tocke (M = 4) su centrirani racunanjem prosjeka

susjednih parova prema:

)= 16011+165,39

Yaoos (4) = =162,75PJ

Centrirani pomic¢ni prosjek izracunat izravnim putem:

Y05 (4) = ﬂ; 148+161,29+1583+17284 + % -169,14} _T4+16129+ 158'5’ +17284 48457 _ 165 75p)

Izracunata vrijednost predstavlja centrirani pomicni prosjek koji odgovara

treCem opazanju izvornog niza.
U grafikonu 13.9. prikazan je izvorni niz, niz pomicnih prosjeka cetiri tocke i

niz centriranih pomicnih prosjeka u kojem je vidljivo da je neregularna

komponenta izgladena, a izgladenim nizom dominira uzlazni trend.
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Grafikon 13.9. Izvorni niz, niz pomic¢nih prosjeka i niz centriranih pomicnih
prosjeka

—— Proizvodnja primarne energije —— Pomicni prosjek Cetiriju tocaka

Centrirani pomicni prosjek Cetiriju to¢aka

180

175

Y a———

165 =
PJ
[~
160
/ \/
155 /
150 /
145 T T T T T T T
2003. 2004. 2005. 2006. 2007. 2008. 20009. 2010.*

Izvor: Nacionalni akcijski plan energetske ucinkovitosti RH za razdoblje do kraja 2013.,
preuzeto od Pisker i Radman-Funarié¢ (2013)

13.7. Sezonski utjecaji

Na neke pojave djeluju ¢imbenici u istom vremenskom razmaku unutar jedne
godine te izazivaju sezonske oscilacije. Zbog toga se odstupanja izazvana

sezonskim oscilacijama trebaju kvantificirati.

Postupkom desezoniranja vremenskog niza utvrduju se sezonski utjecaji i

uklanjaju iz pojave. Na taj nacin se dobije slika o pojavi bez utjecaja sezone.

Postupak desezoniranja:

Izracunaju se pomicCni prosjeci za dvanaest mjeseci ili Cetiri tromjesecja na
prethodno opisan nacin. Zbroje se vrijednosti pojave i podjele s 12 (ako su
zabiljezene mjeseCne vrijednosti niza) ili s 4 (ako su zabiljezene kvartalne
vrijednosti). Potom se izracunaju centrirani pomicni presjeci racunanjem

prosjeka susjednih parova. Prvi pomicni total centrira se na sredinu razdoblja
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za koje se racuna, npr. ako je izracunat za razdoblje od sijecnja od prosinca
bit ¢e centriran izmedu lipnja i srpnja, itd. Centrirani pomicni prosjeci

predstavljaju trend vrijednosti promatranog niza.

Zajednicki indeks sezonskog i rezidualnog utjecaja racuna se dijeljenjem
originalnih vrijednosti vremenskog niza s izracunatim vrijednostima

centriranih pomic¢nih prosjeka te mnozenjem sa 100.

Polazeéi od multipliktivnog modela Y =T-I -1,

T - trend i ciklicka komponenta
Is — sezonska komponenta

I— rezidualna komponenta

sezonski i rezidualni indeks rac¢una se prema:

1.(1.1.) =% 100

t

Ii(IsIe}- sezonski i rezidualni indeks

yi" — vrijednosti centriranih pomicnih prosjeka

yt— originalni podaci vremenskog niza

Kako bi se izracunao sezonski indeks (bez utjecaja slucajne komponente)
potrebno je izracunati prosjek sezonskih i rezidualnih indeksa @lIsl), npr.
prosjek indeksa za sijecanj 2013., 2014., 2015. i 2016. godine ili prosjek
indeksa za prvo tromjesecje 2013., 2014., 2015.12016. godine, te ih pomnoziti

s korektivnim faktorom:

korektivni faktor = 1200 /suma prosjek indeksa (za mjesecni niz u razdoblju
od jedne godine)

ili
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korektivni faktor = 400 /suma prosjek indeksa (za tromjesecni niz u razdoblju

od jedne godine)

Sezonski indeks:

Ii(Is) = oly(Isle)- korektivni faktor
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